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Be PRÓLOGO 


Decía M. H. Fayol (*) en la sesión de clausura (23 de Junio 
Y de 1900) del Congreso internacional de Minas y de Meta- 
—lurgia: «..... Les uns songent sans cesse á surcharger les pro- 
 |grammes d'admission et les cours professés dans les gran- 
0 des écoles industrielles; d'autres pensent qu'on a déja dé- 
- passé la limite de lVenseignement théorique nécessaire et 
qw'on fait perdre inutilementa l'élite de notre jeuneusse un 
an ou deux qui seraient mieux employés dans la vie active. 


Je pense comme ces derniers.» 


A A SO ES ERA O E ONO A ON A A ae 


«Mais il y a loin de lá á vouloir que chacun de nos ingé- 
nieurs soit un savant, et, á la facon dont on augmente sans 
-cesse les programmes, il semble vraiment que tel est le but 
visó. On ne Patteint pas; et d'ailleurs, c'est parfaitement 
- inutile. Voulez-vous savoir quel est usage qu'on fait par 
exemple, des mathématiques supérieures dans nos deux 
grandes industries? Eh bien, on ne s'en sert pas. Quand J'ai 
eu constaté cela pour moi-méme, aprús une carriére déja 
- longue, je me suis demandé si je ne faisais pas exception; 


2 (%) Bulletin de la Société de 1 Industrie minérale de Saint-Etienne.— 
Tercera serie, tomo XV (1901). 


447739 


A E , ( Nero pas davantage. 

> Il faut apprendre les mathématiques, c'est entendu; n mais 
dans quelle mesure? Telle est la question qui se pose et que 
les professeurs ont presque toujours été seuls a résoudre 
Jusqw'á présent. Or, en pareille matiére, les professeurs me 
_paraissent particuliérement redoutables, et d'autant plus 
qu'ils sont plus savants et plus zélés. Ils voudraient trans- 
mettre toute leur science et trouvent que les éleves quit- - 
- tent toujours trop tót les bancs de lécole. De lá beaucoup 
Vefforts inutiles et beaucoup de temps perdu». oooooroc.. 

Y le contestaba M. Haton de la Goupillidre: «..... Pai 


commencé ma carriére par les mathématiques pures. Pen- y 
dant vingt ans, j'ai enseigné a PÉcole des Mines ou á la Sor- e 
bonne les calculs différentiel et intégral, ainsi que la mé- . 
canique. En ce qui concerne École des Mines, j'étais pé- ha 
nétré des idées que vous a développées M. Fayol; je faisais eN 
un cours tres limité de calcul différentiel et intégral que 
j'avais réduit a dix lecons, et dans lequel j'avais soigneuse- CA 
ment condensé tout ce qui me paraissait nécessaire pour 
mettre les éleves en état de traverser tout le reste de Ven- E 
seignement. Plus tard, je suis passé au cours d'exploitation 
des mines et de machines. Celui d'analyse a été alors confié E 
a un homme absolument éminent, un mathématicien de 
premier ordre qui a cru devoir donner a ce cours un déve- 
loppement tout différent. Depuis lors, ona respecté cette 


ampleur apportée par mon successeur; mais je erois que ce 


que dit M. Fayol est juste, et qw'il conviendrait de réduire 
les mathématiques pures á ce qw'ont á appliquer les jeunes 
gens. Toutefois, je vais mettre ici une réserve á mon appro-. 
bation. Il ne faut pas seulement en effet que Vingénieur 
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-—soit en état d'exócuter les calculs futurs qui, d'aprés M. Fa- 
yol, se réduiraient presque a rien; il faut tout d'abord ¡que y 

- Véléve puisse traverser École, et il est nécessaire apo HE 0 

lenseignement y soit présenté avec une précision mathé- 


A A 
- z pe A > > 


/ 
matique, toutes les fois que cela reste possible. al 


»Mais je pense surtout, Messieurs, que les mathématiques 
sont un tout puissant instrument de formation pour Jl'es- 


Es 


prit. Une fois que l'esprit de l'ingénieur sera formé, mettez, 


AA 


> 


si vous le voulez, les mathématiques a l'écart. Votre éleve 


ER 


Ñ n'en restera pas moins susceptible de devenir un grand in- 
gónieur ou un habile administrateur. Le méme homme que 
vous auriez fait passer par une éducation faiblement ma- 
thématique n'atteindrait jamais le méme niveau.» 

Este criterio, de Ingeniero tan competente como M. Ha- 
3 ton de la Goupilliére, será el que presida á la redacción de | 

nuestros programas de Cálculo y de Mecánica, creyendo 

oportuno distinguir: 
Ñ Si se entiende por matemáticas las grandes síntesis de los 
Descartes, Newton, Leibnitz y Hamilton, ningún ejercicio 
| mental nos parece más educador. En cambio, no creemos 
E ningún otro más enervante que el afeminado crochet de minu- 
y cias crotalógicas que, con el nombre de Análisis suelen con- 
feccionar los modernos maestros del arte de piocher Ux, 
como gráficamente la denominan los estudiantes de allende 
el Pirineo. 

Habiendo perdido, en boca de éstos, el indivisible de los 
-[Inatemáticos griegos, al que denominó infinitamente pequeño 
Leibnitz, su significación clara y precisa, para ajustarle á 


A los cánones de la jerga panyoista germánica (cuyo infinito 
Í está en gestación) y para evitar equívocos, le denominamos 
be - (con Balmes, en su Filosofía fundamental) infinitésimo. 

E Desvirtuados, en igual sentido, los límites de Cauchy que 


no eran más que la medición práctica del ¿imfinitamente pe- 


VIt 


queño leibniciano, y convertida la palabra «límite» en mu- 
Y fLetilla ¡de analistas eclécticos, evitaremos su uso. 
¿IOMREN La división que, por parecernos más lógica, adoptamos 
(a el Cálculo infinitesimal es: 


Primera parte. —ExPOSICIÓN TEÓRICA. 
Segunda ídem.— APLICACIONES. 


Subdividiendo la teoría, en 


Libro I.—Análisis (escalar y vectorial) de la cantidad.— 
CÁLCULO DIFERENCIAL. 


Libro II.—Síntesis de la cantidad.—CÁLCULO INTEGRAL. 
LA 


12 de Octubre de 1905, 


UI AOS DO RN O O A AS 


NOTA PRIMERA 


DE INDIVISIiBILIBUS 


No nos parece del todo inoportuno, ya que por los textos 
corrientes no hay quien reconozca á aquellos indivisibles 
Ó infinitamente pequeños de Leibnitz y de Cauchy, en sus 
homónimos “modernistas, reunir á continuación algunas 
citas. 

Dice nuestro famoso (gracias á los críticos ingleses) Luis 
Vives en la página 245 del tomo III de la edición de Valen- 
cia (1782) refiriéndose á los indivisibles de los geómetras 
griegos, impugnados por Epicuro: «ideo Aristoteles ait eos 
non mentiri, quoniam non sic ponunt esse, sed sic se ¿ma- 
ginart.» 

Pascal, citado por Carnot, en la página 145 de las Réfle- 
xi0ms..... Tercera edición, París, 1839: «á ceux qui n'enten- 
dent pas la doctrine des indivisibles, et qui s'imaginent que 
c'est pécher contre la Géometrie, que d'exprimer un plan 
par un nombre indéfini de lignes; ce qui ne vient que de 
leur manque d'intelligence, puisqu'on n'entend autre chose 
par lá, sinon la somme d'un nombre indéfini de rectangles, 
faits de chaque ordonnée avec chacune des petites portions 
égales du diamétre dont la somme est certainement un 
plan. De sorte que quand on parle de la somme d'une mul- 
titude indéfinie de lignes, on a toujours égard á une certaine 
droite, par les portions égales et indéfinies de laquelle elles 
soient multipliées. 

»En voilá certainement plus qu'il n'était nécessaire, pour 
faire entendre que le sens de ces sortes "expressions, la 
somme des lignes, la somme des plans, etc., n'a rien que de 
tres conforme á la pure Géometrie.>» 

Añadiendo Carnot: «Ce passage est remarquable, non- 
seulement en ce qu'il prouve que les géométres savaient 


Mos Dion apprécier le mérite de la metio da des indivisi. 
bles, mais encore en ce qu'il prouve que la notion de l'in- 
fini 'matématiquo, dans le sens méme qu'on lui attribue 


-aujourd'hui, n'était point étrangóre á ces géometres; car il. 


est clair par ce qu'on vient de “citer de Pascal, qu'il atta- 
chait au mot indéfini la méme signification que nous atta- 
chons au mot infini, qu'il appelait simplement petit ce que 


nous appelons infiniment petit, et qu'il négligeait sans scru- a 


pule ces petites quantités vis-a-vis des quantités finies: car 
on voit que Pascal regardait comme de simples rectangles 


2 


les trapézes ou petites portions de Vaire de la courbe Son da 
prises entre deux ordonnées consécutives, négligeant par 
conséquent les petits triangles mixtilignes qui ont pour 


bases les différences de ces ordonnés. Cependant personne 

n'a été tenté de reprocher á Pascal son défaut de sévérité.» 
Cauchy, en su primera lección de Cálculo infinitesimal 

en la Escuela Politécnica, definía como sigue el imfimita- 


mente pequeño: «Lorsque les valeurs numériques succesives 


d'une méme variable decroissent indéfiniment de manieére 


a s'abaisser au-dessous de tout nombre donné, cette va-. 


riable devient ce qu'on nomme un ¿nfiniment petit ou une 
quantité infiniment petite.» Después de tan competente In- 
geniero de Caminos, dejemos la palabra á dos de Minas. 
Dice Haton de la Goupilliére en el preámbulo de su Cálcu- 
lo infinitesimal. París, 1860: «J'ai adopté le principe des in- 


finiment petits, complété par Carnot. C'est en effet le seul A 


acceptable pour les personnes qui se destinent a l'applica- 


tion; et il est aussi parfaitement convenable au point de 


vue purement théorique, car il simplifie beaucoup les re- 


cherches, et on ne peut se dispenser, dans les parties éle- 


- vées de la science, d'en revenir t0t ou tard a son emploi.» 
Y Freycinet. —De P Anal lyse infinitésimale.—Segunda edi- 
ción. París, 1831, página 225: «La divergence des points de 


vue que nous venons de sienaler était due a la démarcation 


profonde obstinément établie entre la notion de limite et 


celle d'infiniment petit. Et vraiment on s'en étonne quand 
on pense combien est étroite la connexion naturelle de ces 
deux conceptions. Comment, en effet, concevoir une limite 


sans un infiniment petit correspondant? Puisqu'une limite de 


est une valeur fixe dont s'approche une quantité variable, 


la différence entre cette limite et la variable n'est-elle pas - : 


une quantité décroissant indéfiniment et pouvant étre ren- 
due aussi petite qu'on le veut, c'est-A-dire un infiniment 


petit dans la véritable acception du mot? Et encore, si Pon * 


considere la limite du rapport de deux quantités variables 


.. CcOnVvergeant vers zéro, comment songer a cette limite sans 
- SOnger en méme temps aux infiniment petits qui forment 


les termes du rapport? Inversement, comment avoir la no- de 


tion d'un infiniment petit sans avoir celle de deux quanti- 
tés dont il serait la différence, ou méme sans concevoir la 
limite posée a cette décroissance indéfinie, limite qui est 
' ici zéro? 

>»Aussi n'est-ce pas sans surprise que nous avons vue un 
des plus éminents penseurs de ce siécle maintenir entre les 
deux conceptions une barriére infranchissable, puisqu'il 
admet une comme rigoureuse et repousse autre comme 
essentiellement fausse.» «()uand on considere, dit-il (Augus- 
>to Comte, en su Filosofía positiva), en elle-méme, et sous le 
»rapport logique, la conception de Leibnitz, on ne peut 
>»s'empécher de reconnaítre avec Lagrange qu'elle est radi- 
: >calement vicieuse, en ce que, suivant ses expressions, la 
d »notion des infiniment petits est une idée fausse, qu!il est 
| >impossible, en effet, de se représenter nettement, quoi- 
>»qu'on se fasse quelquefois illusion a cet égard. L'Analyse 
>»transcendante, ainsi concue, présente, á mes yeux, cette 
»grande imperfection philosophique, de se trouver encore 
»essentiellement fondée sur ces principes métaphysiques 
»dont Pesprit humain a eu tant de peine á dégager toutes 
»ses théories positives. Sous ce rapport, on peut dire que 
»la Méthode infinitésimale porte vraiment l'empreinte ca- 
>ractéristique de l'époque de sa fondation et du génie pro- 
>pre de son fondateur.» 
| Y añade Freycinet: 
Ro «Au fond, les motifs des répuenances manifestées contre 
les infiniment petits se résument dans cette pensée de La- 
| grange, qu'on a le grand inconvément de considérer les quan- 
 tités dans Vétat ou elles cessent, pour ainsi dire, d'¿tre quanti- 
| tés; autrement dit, les infiniment petits n'existent pas. 11 me 
parait qu'il y a lá un malentendu (el mismo que le echaba 
en cara Aristóteles á Epicuro, que era el Comte de aquella 
: época). Veut-on parler des quantités naturelles, ou de l'objet 
; de nos conceptions rationnelles? Si 'on entend que dans la 
nature il n'y a pas d'infiniment petits, c'est incontestable; 
tout ce qui existe est déterminé et par conséquent fini. 
o Mais, á ce point de vue, il n'y a pas non plus de quantité 
variable: une quantité, par cela seul qu'elle est, a une va- 
leur actuelle précise. Notre esprit seul crée la notion de 
Ñ variable, en rapprochant les grandeurs de quantités voi- 
- simes et les regardant comme des valeurs successives d'une 

-  Iméme quantité. La notion de variable n'est pas plus légi- 
time que celle d'infiniment petit, et il faut les admettre ou 
les repousser toutes les deux.» | 

El que quiera conocer la historia del Cálculo infinitesi- 
mal en el siglo xvrtr, debe leer el prólogo de las excelentes 
casio de D. Josef Chaix. Madrid, 1801. Imprenta 

eal. | 
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NOTA SEGUNDA 


«<QUATHRNIOSN ES 


La palabra latina quaternio, ionis (*), adoptada en Ingla- 
terra por la milicia (**) é incorporada al lenguaje corriente 
como puede verse en el Diccionario de Velázquez de la Ca- 
- dena (New-York, 1852), convertida en quatérnion, es la adop- 
tada por Hamilton para la cantidad numérica compleja de 

- tres dimensiones. | | 
En la primera parte del mismo Diccionario (hispano- 
-americano-inglés) da el Sr. Velázquez como española la: 

«Cuaternión.—Union of four things, of four sheets in 
printing.» 

-— Nocreemos autoridad suficiente la del Dr. Seoane para 

- Incorporar al castellano un vocablo de la jerga cosmopo- 
lita de algunas imprentas americanas. | 

- La primera vez que de estos números oímos hablar fué 
al muy competente Ingeniero y Profesor que fué de la Es- 
cuela de Minas, de Construcción primero y de Topografía 
y Geodesia últimamente, D. Juan Pablo Lasala (q. s. g. h.), 
en su Academia preparatoria de la Piaza del Rey, el 
año 1875; y los decía cuaternios, como parece natural, de 
querer, en forma castellana, aproximarse al sonido de la 
palabra inslesa. Si nuestra memoria no nos engaña, así los 
ha escrito alguna vez D. José Echegaray. El que eserupu- 
_lice en usar palabras nuevas para expresar ideas nuevas, 
debe decir y escribir con la Academia en la última edición 
de su Diccionario (pág. 291): 

«Cuaterno, adj. (**).—Que consta de cuatro púmeros.» 

Con esta acepción empleó Hamilton la equivalente de su 
idioma. Sabido es que los autores ingleses, cuando usan sus- 
tantivos latinos, los declinan; así, por ejemplo, refiriéndose 
á los principios de Newton, dicen the principia, no the prin- 
cipiums. 

Advertencia.—La primera lección de cálculo vectorial, 
por este texto, la explicó el 19 de Octubre el alumno don 
- Jesús Díez é Hidalgo, en la Escuela de Minas. 


(*) El número de cuatro. (Raymundo de Miguel, sexta edición, pá- 
gina 774, 

(**) Una fila de cuatro soldados. 

(***) Sustantivase en la lotería de' cartones, aunque no lo diga el 


Diccionario, que incluye los análogos ambo y terno. 
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LECCION 1.* 


+ 


: | PRINCIPIOS Y DEFINICIONES 

ñ: 

li 1. Estúdianse en el Cálculo infinitesimal las variaciones 
3 de la cantidad en la continuidad. 


AS La cantidad continua se subdivide en permanente y suce- 
 siva. Recibe el nombre de extensión la primera, de tiempo 
la segunda. En la extensión pueden reducirse las variacio- 
nes á tres lineales. En el tiempo no cabe variación más que 
en su único y simple concepto; pudiéndose, por esto, equi- 
- parar á una lineal de extensión, y representar gráficamente 
como tal. 

Bastará, pues, analizar la variación de una cantidad li- 
neal. En ésta deben distinguirse dos conceptos diversos: la 
variación exclusivamente de magnitud; la variación de di- 
rección. 

“ Ze No apreciando más que la primera, podemos figurar- 
nos, para su análisis, la cantidad lineal de extensión varia- 
| y ble como rectilínea. Pasando, de un modo continuo, la can- 
tidad lineal desde la longitud Oa= «, precisa y determi- 
nada (constante, que se dice) á otra general ó corriente (va- 
viable) Oam = x, la variación efectuada, Ó incrementación 
pe recibida, habrá sido 44m. Denomínase á esta variación ¿m- 


z 
Ae =0a, —0a4a=x—0, 


Ed 


diferencia Ó incremento de x, desde az, hasta x, a E 
O | DN 

Si suponemos subdividido el intervalo 44m en los prota le 
les 44, , 04,0% ... Um—1, Um, QUE NOtaremos Ax, A,%, Ame: 


+ 


(1) Ara = AC + 41% + ... Ame = y A% (suma de diferencias de 
análogas á la Ax, comprendidas en el intervalo de a á x). : 
Si queremos medir el incremento total (4-0) por su re- 


lación con uno de los parciales, tomado por unidad, es evi- 
dente que conviene que éstos sean iguales entre sí, tenién- 


dose entonces, 
AxX= A¡X= .. = Amr ; 


AO CAR Aya des 

a SR =(1+414. Hna 
E” A% 
Ax 


Como la igualdad geométrica (1), lo único que nos dice: 
es que el todo aa es el conjunto de partes 044, , 0% ..., 
para nada interviene en ella la idea de número, Ó sea de re- 
lación entre esas cantidades entre sí, ó con a de su 
especie que se tome por unidad. | 

Haciendo crecer indefinidamente el número de los seg- 
mentos 44,, 0 ..., etc., la verdad geométrica que aquella ex- 
presión entraña, permanecerá inmutable. Cuando sean in- 
finitos, que para la continuidad son necesarios, á las cantida- 
des lineales correspondientes á los segmentos parciales, que 
en este caso se denominan elementos, se las nota con la letra 
latina d en vez de la griega A; en vez de diferencia se lee di- 


ferencial (Leibnitz). La : se escribe entonces y que se dice A 


integral, en vez de suma; sin dejar por ello de serlo y de va- | 
lor invariable. La expresión (1) se transforma en la 


a | | 5 
x= de + dy +... +d =) de (integral, desde « has- 


ta x, de dx). 

3. Conviene fijarse en que la cantidad no puede en ma- 
ra alguna anularse por subdivisión. Tan línea es la mitad 
de otra, como lo era la primera, y así sucesivamente. Si, en 
vez de la igualdad geométrica, queremos expresar una 
igualdad algébrica ó numérica, tomando como unidad li- 
neal una longitud arbitraria L: 


A de a o d_% 

¡AA A L 
—o da e d,x A. Y da 
A —a Proa A ARA Y 


a rd m E O 


vemos que al querer medir con L los elementos dx aislada- 


mente: 


dx _Qa e 
[+ een sb O 01 


3e nos pone de manifiesto la insuficiencia de las unidades 
convencionales del Álgebra, para el análisis de la cantidad 
continua. 

El resultado indeterminado >o. 0, de las mediciones ele- 
mentales, no lo es más que aparentemente, puesto que efec- 
tuada la mensuración del total: 


de + 0d, +... do —=xv—Q0 
—o 


=1. 


4. Supongamos ahora otra cantidad líneal (y) ligada de 
tal modo con la anterior (x%), que á cada longitud de la x 
corresponda una determinada de y. Es decir que, 


..... 


n= Da == 0 


Hagamos pasar por el origen O de las xw una recta cual-. 
- quiera (OY), y ropresentemos en ella las yy, á partir (para 
mayor sencillez) del mismo origen O. El enlace de ambas - 
cantidades estará gráficamente representado por la curva 
PPm, lugar de los puntos de intersección de las paralelas al 
otro eje por los puntos correspondientes a y b, a Ye e sida Cm 
y bm. | EN 
5. Analicemos la variabilidad de la cantidad lincalo Y á 
partir de su valor corriente ó general Ob= y, hasta otro 
Cualquiera fijo Ó constante, Obm= f, en o 
con los de x desde la x corriente (Oa) á la ora Otm = 2% 
Por el enlace dicho, á las 


044, =AX, 0,0% = AX ... Om—1 Um = Am YX , 
corresponderán, respectivamente, las 


bb, —= Ay , b,d, =— AY 000 DA Om = AnY e 


Estas diferencias, que se denominan primeras, de y, for- 

- man una serie de cantidades, en que al concepto lineal de 
longitud, de las yy de que proceden, añade el símbolo a la 
idea de sentido; puesto que podrán ser diferencias positivas 
Ó negativas. | 

Las diferencias, entre dos consecutivas de estas primeras, 
se denominan diferencias segundas, y se notan a?, 

Las diferencias, entre las segundas consecutivas, terceras 
(15), y así sucesivamente. 
- Dedúcese inmediatamente, del modo de formación de es- 
- tas series: 


y=y+2y | 
y=3 y + 24y + Ay 


Ya =Y +49, 
== y Ay pa | 


Ayy = Ay + AY ] 


A 


Mayta *y | Ys = Ya + 299 ” 

- AYy=Aj 1 eN 

E. Ay = Ay + Ay + Ay =ay + Y =Y + 3My + 
Y 


+ 2Ady q ay lA 


Tenemos, pues, , 
Y Y =Y +9; | d 
, ies A YA 
Ya =y + 24y + Ss 9 ) Y ; 
3(8 — 1 3(3— 113 — 2) 
Ya =Y + 34y + A AY + BA y 


Ó, llamando » al índice, que en estas tres primeras: 


nin nin — 1Kn — 2 
y=y Enay + 20D ay y Aa 


ae nin — pa 2(n — 3) Ria 


G. Para generalizar la fórmula, nos bastará demostrar 
que verificándose con el índice nr, tiene que verificarse con 
- el (n+1); siéndonos previamente necesario poner de ma- 
- nifiesto dos propiedades del símbolo a (incremento ó dife- 
rencia). 
1% Siendo u y v dos cantidades, por definición: 


Au + 0) = [(u + Au) + (uv + A0)] — [u + v] = Au £ Av. 


Incremento de una suma algébrica de cantidades igual á 
la suma algébrica de los incrementos que parcialmente re- ; 
- ciben estas cantidades. 
2.2% Elincremento de una cantidad afectada de un coe- 
. ficiente numérico determinado (constante) es igual al pro- 
ducto de este coeficiente por el incremento de la cantidad. 
q Den efecto: si el coeficiente (m) es entero 


TS . -, 


— A(mau) = Au + u+..., M VECes) = Au + Au + ..., m Veces = mau ; 


si inconmensurable, escribiéndole en serie. de sumando 
a quedaría demostrado. 
- Ahora bien: 
Y A Yn) = Yny1 — Yn y 
Ebo donde 
ci Yn+1 = Yn LA Yn); 
verificándose la fórmula para yn; 


nin — 1) : | 
Y EN A 


EL 1 be Ay + ...] 


Por las reglas dichas, como a[A'y] = = arty, quedará 


n(n— 1 soto dl n—2) 


z 


SN 


ay 


+ilay+  njoya 2 


Ed nn — cla 2)ín — 3) Mid 


Ea ha — Da — 2) | hy En 


Ósea, reduciendo: 


: 1)mm—1) 
e ri A Ay y AER as 


y + n(n — 1Mm — 


71 2 ty hase 


Queda plenamente demostrada la generalidad de 1 fór 
mula; y por consiguiente, 


ba 
¿Y 
hy: 


Mi EEN 1 A 0 E II a O AS 
E sd e ORO NEO 
£ NA a e 


mim — 1) 


AY +... + Amy. 
Y. Dedúcese de esta fórmula llamando h al incremento 
Gidm de x, y k al correspondiente bb de y: 


AS 1) 


k= Ym— Y = MAY + AYy +... + A4”y 


Consideremos ahora á x variando desde una longitud Oy 
= 0Oa —h=x-— h; supongamos en ella una incrementación 
parcial uniforme, es decir, que 4% = 4,4% = 49 = ... AmU 


h 
==> =*8; y tendremos: 
m 


y, por consiguiente, 


h(h — eh —28) A?y 
3! Lara 


JA *y 
p=* LAY 


Haciendo crecer indefinidamente el número m, con 
Mm — >o,las diferencias pasan á diferenciales: 


AR A AS Y AY == Y 

y queda 
dy h(h — dx) d?y h(h — dalh — 2dx) d*y 
da A dar 31 das 


Si pasamos de esta igualdad geométrica á la numérica 
con unidad L, como 


do _ o h_ 1» 
A Ts rl 
dx Ue Pisa 
one pri 


MN Y hh X2* dy Eb h N* d*y 1* , 
a ear E) rte 


Como los incrementos continuos y simultáneos, h de x y 
k de y dan, relacionados con la unidad convencional L, 
un número preciso y determinado (conmensurable ó a 


a de Any 
Ace al 4) A(Any) Ea 4 Agr 


las relaciones (últimas relaciones, que decía Newton) 32, 


dy 


- - 0 
dar >=» que toman, al pasar á los números, la forma — 


0 


no pueden ser indeterminadas, sino que tendrán que ser nú- d 
La 1 . . 
meros determinados; abstracto E concretos los siguien- 


tes, y de la especie L_”**, si nes su índice, como era de 


esperar, puesto que las diversas diferencias, y por con- 


Siguiente, las diferenciales, son de la misma especie de las 


cantidades incrementadas, completada con el signo de su 
sentido. | 
8. Delas dos cantidades variables x é y, siempre po- 


'dremos asignarle, á una de ellas, una incrementación arbi- 
-_ traria. A ésta, que escojamos, se la denomina, por ello, va- 
-riable independiente. En lo que antecede, y para obtener 
la sencillez, siempre apetecible, de los resultados, la hemos 


supuesto creciendo en Ax constantes, iguales ás. Por esta 


razón, la variable independiente ó fundamental, recibe tam- 
bién la denominación de variable equicrescente. 


- Esas relaciones últimas nos ponen de manifiesto cuál debe 
ser la unidad conveniente para la mensuración de las suce- 
sivas diferenciales de y. Esta unidad, que podemos llamar 
diferencial, es la (dx), diferencial de la variable indepen- 


- diente ó equicrescente. 


- Partiendo de la equicrescencia de x, Ó constancia de Ax: 


a( Ay 
A DUNA A(Ay) A AX Aly ; 
E E AO, e Ax Aa? ? 


. . 
00:00; 00/0040. 0/9, 9,0.0:0./0:0.4 9,90 0:66 .0. 010.9 A RE A E A AE, 


Axq” Aar ? ÑT 


dy | 
q ) sE det ty 
da Pl (dajo+1 4 


pa 9. Todaesta notación es de Leibnitz, y la única aplica- 
ble cuando hay que estudiar aisladamente las o 


A la relación última (ultima ratio, de N ewton) + 4, se la de- 
a? 

nomina derivada primera de y con respecto á zx. M0 a me : 
- por obtenerse de la anterior como aquélla se obtuvo a Y, 
- se la nombra derivada segunda; y así sucesivamente. 

"Cuando no hay que separar los términos diferenciales de 
- su relación, es más cómoda, en unos casos, la notación de 

Lagrange: 


dy PAS dy? ACA dóy A A] d fe LV d"y pai n). 
m2 de 0 a TI A aa Y 
en otros, la de Cauchy 
dy dy dy 
— — A D O iS NY » 
da ESE a el > da” Dart 
Como 
| dy A y d 4 
dy = De dx, d"y = po da”; 


derivadas son los números, se las denomina también, á esas 
“sucesivas derivadas, coeficientes diferenciales. 
10. Si el enlace de y con x se nos da por la ecuación 


BE numérica 4 =f ee -), se dice que y es función explícita 


L 
de x, siendo f (característica de la función) el símbolo que 
expresa las operaciones que hay que efectuar con el núme- 


Ro ro LO y para obtener el SF 


y (dx), (da)? d (dx)”, son las especies respectivas de que las y 


Tendremos en este caso si, para mayor sencillez (aunque 
se sobreentienda) dejamos de escribir la unidad L: 4 


| Ms 


y, por consiguiente, 


CO Wa A. OL a 
Dxy =y' = E | A A de una cierta fun 


ción de x, que se escribe = f'(x). : 

11. Construcción gráfica de las derivadas.—Considere- 
mos la cuerda AB que en la gráfica de y =f(x) une los pun- 
tos de ésta A (x, y) y B(x+Ax, y +Ay); y trácese por A la 
AG, paralela al eje de las XX, hasta que encuentre á la or- 
denada y, =Y + Ay. Llamando « al ángulo BAC y 6 al de 
los ejes; en el triángulo ABC. 


Ay BO sen a y tano a 
A AO sen(9—a)  senb—cos0tanga ' 


il anularse (numéricamente) Ax, equivale á transformar- 
se la secante AB en la tangente en A. Si llamamos f al ángu- 
lo que esta tangente AT forma con el eje de las XX; 

Y a tang $ 


dx A% Jar=o  senf8—cos0 tang B ; 


Tomando, á partir de A y paralelamente á OX, la longitud 
AE =L; y por su extremo E, trazando la paralela ED, al 
OY, hasta su encuentro en D con la tangente AT; el número 
concreto de unidades L que mida ED, será igual al abstracto 
correspondiente á Day = y”. En efecto, en el triángulo ADE: 


Si los ejes fueran rectangulares (e = 909): 


y' =tang f. 


Tomando como valores de y los de y”, podríamos trazar 


otra gráfica de la y' = f'(%) y construir en ella análogamente 
la derivada y” = ee. = f(x); y así sucesivamente. 

12. Parece por esta igualdad, numérica, que la tangente 
se confunde con la cuerda correspondiente al arco infini- 
tésimo, comprendido entre las ordenadas y é y + dy, y por 
eso hay la costumbre de decir que la tangente tiene un ele- 
mento común con la curva. Para todos los efectos numéri- 
cos no hay inconveniente en admitirlo. Geométricamente 
no es exacto. 

De la igualdad geométrica, de que se dedujo la fórmula 
numérica de Taylor: 


k ,  h=—dx (h— daMh — 2dx)  ,, 
NA a der tar o +... 


Para la cuerda del arco infinitésimo el coeficiente angu- 


lar es: 
Y ví 7] rú 
SA Ae (5d 


_ El de la tangente: 


E IAEA a | PpUE=OS da " (da)? ""! 
o os 


Distinguiendo lo perteneciente á la cuerda con el subin- 
dice c, y con el T lo que á la tangente se refiere: 


dy Ay 1 0y : 

ra A dy = dy 

dy ANA OS E É Ad AA 
IAN [UE a ad Y pe 


Por consiguiente: 
dy — dy = distancia que la ordenada (y + dy) de la curva, 
prolongada si y” <0, intercepta entre ésta y la tangen- 


(*) Antes de anular »h, habria que hacerla igual á m Ax; anular lue- 
go m, y por último hacer Ax= dz. 


13. Diversos órdenes de infinitésimos.—Llamaremos infi- 
nitésimo principal á la unidad diferencial (dx) suministrada ñ 
por la variable independiente. La dy que, relacionada con - 
de da un dnd N, se dice de primer 0] 
Ordo o a Cs du Na 

La d%y, que de el N con (de), se dice de E 
segundo orden... La... nd 
- La dy, que con (dx)" da el ¡N”, de ené-. o 
BÍO ooo o a 
- En general, cualquier infinitésimo que, relacionado con | 
a otro de enésimo orden, dé un número, se dice que es de ese 
- orden, puesto que será de la especie (dx)”. | Do 
Consecuencias de estas definiciones: ON 
1. La suma de dos infinitésimos del mismo orden, es ¿de 

- ese orden. En efecto: 


N (day + N (dao) =(N + N') (do). 


.2,* La diferencia será, por lo menos, de ese orden; po-. 
- drá serlo de superior, por anulación geométrica de térmi- 
nos inferiores. Les 

3." El orden de! producto será el correspondiente á la a a 
suma de los órdenes de los factores: a 


[N (daxy"] [N'” (de] =N N' (date, 
4.? El del cociente de dos, corresponde á la diferencia: 


NÑN (da ” 


N | —m 
Na 


-—B,2 Al pasar de las expresiones geométricas, en que en- | 
tren como sumandos infinitésimos de distintos Órdenes, á 
- ecuaciones numéricas, como hay que tomar por unidad la 
de la especie correspondiente al orden inferior (después de 
efectuadas todas las reducciones), se eliminan, por no dar. AL 
número en su relación á esa unidad, todas las de los órde- 
nes superiores. La locución usual, se desprecian, no es exacta. A 


LECCIÓN 2.* 
FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


Fórmulas generales. 


RE, 14. Para la y = f(%), demostramos en el número Y que 
el incremento finito k, que recibía por el de x, era: 


q? 


k= fat an) — fa) = Fa) LH + 10) E 


+... Mo 

-—— Parael incremento infinitésimo ó diferencial, vimos tam- 

bién que siendo equicrescente x: 00 
dy =f(Cdx., 

e = dx = constante. 


Sino podemos, óno queremos, en el intervalo de la x 
e rente en adelante, que estudiemos, considerar constan- 
te á dx, se tendrá a N un coeficiente numérico): 


e —da=0Ndx; ¿ÓN 


N 
Bo dy =f (o)dx + 51 ["()da? -+ ... 
6, midiendo á dy con da: 


—= f(0) +0. | | ia 


a it ER A 
cd, ¡A LEIA 


15. Funciones de funciones. —Si en vez de ser x variabl 
independiente, es una cierta función (y) de otra tercera (u) 


y = f(x) 
| y =f[9(u)]. dE 
% == p/u) ) Al de 


4 


Por lo que acabamos de deducir, aunque ya no es q | 
_Crescente zx: 


do , 
con la notación de Lagrange, ya muy defectuosa en estos 
Casos. ds 


Por consiguiente: 


Difta) = Sd = st me = D.y.D,x , 
y así sucesivamente. 
En resumen: para obtener la derivada de una función de. | 
función ..., con relación á la variable afectada de una sola 
característica (única, por lo tanto, que, como independien- 
_te, puede suponerse equicrescente), basta multiplicar las 
derivadas que sucesivamente se van obteniendo (con rela- 

ción á la inmediatamente afectada de la característica 
que sea). 

16. Otras formas de la serie de Towlor HOAdR aquella | ! 

fórmula general, sin más limitación que la necesaria de 

- continuidad de la función f(x) en el intervalo considerado, 
que nos sirvió para deducirla, habrá de ser cierta para va- 
lores cualesquiera (de « y de ax) de los comprendidos en 
dicho intervalo continuo. | 

Haciendo 


¡+ 0=1m +1 w4+F00 O 
Ax =qQq p 


| representando f((m) el valor especial numérico que toma dl 
la f(W(x) cuando en ella se hace x =wm. 


fo + m) = f(m) + (ma + £"(m) <P 


+. 


A forma 


fla) = (0) + FO) + 10) LE + a. 


ES (existiendo la continuidad de la función f(x), admitida para 
A su deducción) que al asignar valores numéricos determina- 
dos á x, determinados quedan los suyos, aunque con fre- 
| puencia inconmensurables. Como, por lo A son A 


nr D 


f(2=D(m) (DEN 


a 


2 [1o0m) + for A caiga n 


API ODE O Al 
a pp parao 


| - Conviene fijarse en que si ninguna de las derivadas hasta 
Mos f'»—1 inclusive, toma el valor =>o, al hacer x =m, 
tampoco podrá tomar el ]>0 ninguna At las siguientes. Si 
lo tomase una, tendría, al sumarse su término con otro de 
los siguientes, que formar un número finito y determinado, 
pudiéndose agrupar éstos en sumandos finitos. 


- que, con m=0 y la misma notación simbólica, toma la 


crecer Pp tendiendo 4 á >0 ona dia Ural á Mi. bs 


Pp= Dot AER 
Me PATA e 


a 


Por consiguiente, los valores extremos de 


01m) + f0+0(m) da de 


serán: para p = 


p =P (m) + F2+0(m). n sd fo+2D(m) ar | | EE 
6, por la (2), 


A y, patap=zo, 


Luego, si iO) es continua en el intervalo, el resto po- 
rá escribirse 


By = E Fm 40m). 


Reglas de la diferenciación. 


18. Para la incrementación finita ó diferencias: o NA 
(y) Por definición, siendo C una constante, 


AG ==10: 


So dE 
h 


Au + 0) =4u + Av; 0 


+ 


A(s +) =4s + At; 


-— Corolarios: 


CA Mus et+.)=d HA + As +At+... 


; 22 $i (u=vw) u—v=0; 4Au— Av =0: Au = dv. 


- Cc) Por demostración, allí mismo: —' OS 


A(Cu) = C(Am). o eN: 


- Corolario: 


cd 0 


du A v +...) = du +do+ ¿de e 


O 
aos. u) = qa du. 


du. v — udv 
do 20 


2 ade 
MT DA 


al pasar á las dd, puesto que el tercer térm 
un orden superior á los dos primeros: 


dí a du.v De dv ñ 
E me , 


| 


dilr.s.t....=p). Y E 0 Ade > : L ro v 


A WNv.v...., m Tactores) = mv”"*. du (por la 6.*) 


D) Si entero y negativo, siempre podremos hacer 


m—1=0; — d(u.o”)= 


-du.v” + u.mv”* dv =0; 


mt m—i 
[du = dv"m)] =— OA dv= —m Ln —ÉÁ dv; 


E dv") = — mv". do; 


e) Si m es fraccionario, m = AE (p () y q enteros), ha- 
A | 


[due = pur—tdv] = [du = quest du], 


PU 


+) Todos los radicales quedan comprendidos con p = 1 


“y diferenciando esta potencia n4, 


y mXn—1 | mo 
Sota Le) e ” la MA 


El valor cuantitativo de esta expresión es independic nó 
a del número arbitrario m; y como éste podemos concebirle. 
todo lo próximo que queramos al inconmensurable m, no 
es posible que aquel valor difiera en nada del' ) 


mo 
de S ) — MUITO: 


20. Si todas esas variables fuesen funciones de otra 
considerada independiente (x«, por ejemplo), midiendo sus 
- diferenciales con dx, en ambos miembros, las siete reglas 
serán aplicables á las derivadas, puesto que. todas las. dd. 
pasan á ser D, D». e 
Las funciones en que no hay más operaciones que la 
- elementales, hasta aquí consideradas, se denominan algé- 
ricas. Para su diferenciación y derivación basta. aplicar 
las reglas que dejamos establecidas. | a: 

Z1. Cuando en las funciones entran potencias de expo- 
nente variable reciben el nombre de trascendentes. Como 
fundamental de éstas, tomaremos la exponencial. ez, siendo 
su base e el número inconmensurable sa es 


2+artartar += 2718281898 .., 


do 1 
que procede del desarrollo (*) de (da +1) %. 


Y. 


ies o= (140) os 


Desarrollando, y poniendo en vez de e su valor: 


vet 1 ; % | al 
A a os 


S y y 


der 
—— —Á D,e* = e% s 
do 


3 MEOCION*34 O 
Ñ- E 
E. DE LA CANTIDAD CON DIRECCION 
pe 
vd 
D Cálculo vectorial. 
y 232. Hasta las Lectures on Quaternions, de Hamilton 
- (mediados del siglo pasado), quedó incompleto el análisis 
- de la cantidad continua; limitado en el Cálculo de Leibnitz 
- y de Newton al de las longitudes lineales prescindiendo 
de sus posiciones respectivas; ó, lo que es lo mismo, consi- 
-derando para todas las longitudes una dirección única. A 
esta recta indefinida, en que se consideran las cantidades 
l lineales, la denominaremos línea de acción. 
q En las diferencias se ha podido apreciar cómo toda can- de 
- tidad lineal, dentro de su línea de acción, cabe considerarla E 
cual una A, y es susceptible de valer, por consiguiente, A 
qa nL) ó (— nL), siendo an el número de unidades LL que Se h 
Me. abarque; según que se dirija en el sentido tomado por fun- de 
- damental ó en el opuesto. | de 
-——Viénese empleando desde Descartes el factor numérico Y 
(+1) 6 (—1) para diversificar las dos direcciones, ó senti- ES: 
h: dos opuestos que pueden seguirse en una línea de acción O 
y única considerada. A los números abstractos, dirigidos, de, 
: | e 00 
o Ó E (+nó6—0) | | A 


CTE AS 


obtenidos en ha o ión con la aid fonda S 
da, y de longitud L, los denomina Hamilton escalares (sca- 
.lars), por poderse apreciar con una escala graduada (eo- 
mo la de un doble decímetro de los corrientes). ) 

23. Si tenemos en el espacio varios segmentos de recta, 
paralelos y con el sentido (como aa) que indican las puntas 
de flecha y el orden de las letras de sus extremos, practí- 

- case su adición Ó suma añadiéndolos unos á continuación 

- de otros, en una línea de acción paralela, con el sentido 

propio á cada uno de ellos, llegándose así á la suma algébrica. 


AD = —DA. 


Es, si no evidente, fácilmente demostrable que en esta 
“suma algébrica de cantidades lineales, de una misma línea 
de acción, el orden de colocación de los sumandos no alte- 
ala longitud ni el sentido del segmento suma. E 
A los segmentos rectilíneos, con dirección y sentido, lod 
denominaremos rectores (de rego, dirigir). Acostúmbrase. á 0 
denominarlos vectores como á los números de que vamos mon 
mediatamente á ocuparnos. Esparciendo la doble acepción 


- del sustantivo vector (una como cantidad concreta, otra 


como número abstracto) grande obscuridad en la exposi- 
ción de la teoría de los cuaternios, parécenos conveniente 
el evitarla. A 
Cuando todos los rectores tienen líneas de acción para- 
-—lJelas, tomando como unidad uno cualquiera también para- | 
lelo, claro es que podrán medirse (aisladamente y sumados) 
en escalares. y y 
24. Cuando los rectores AB, BC... .CDtienen direcciones 

- cualesquiera en el espacio, Aug don añadirse, con su direc- 
2 ción y sentido propios, unos á 4 continuación de otros; cons- 
truyéndose así el contorno poligonal (abierto y alabeado 
en general) AB ... OD, que, si son en número de n. los recto- 
res, admitirá n! formas diversas. Al rector AD, que va del 


origen del primero al extremo del último, se le denomina 
A y AUS 


ni 


E suma sincategoremática (Rey Heredia) Ó suma geométrica 
E (Resal). Dedúcese inmediatamente de esta definición, que si 
el contorno es cerrado, la suma sincategoremática es nula; 

y, con facilidad, dos propiedades importantes de estas 

SUMAS. ! 

Al proyectar el contorno poligonal (ortogonal ú oblicua- 

: r mente) sobre un plano ó recta dados, los puntos inicial y 
final del contorno y de cada uno de sus rectores compo- 

N nentes seguirán siendo en las proyecciones, los iniciales y 
+ finales respectivos. Por consiguiente: 

4 a) La proyección de una suma sincategoremúlica de rec- 

tores, sobre un plano dado, es la suma sincategoremática de 

los rectores proyectados. 

=b) La proyección de una suma sincategoremática, sobre 

A una recta dada, es la suma algébrica de los rectores proyec- 
tados. 

| h: Como el rector-suma queda del todo precisado por tres 

4 proyecciones sobre tres ejes, no coplanares, y como estas 

A tres proyecciones (sumas algébricas que son) no varían con 

el orden de colocación de sus sumandos, es evidente que 

las n! maneras diversas de colocar los n rectores dan un 

rector-suma único, perfectamente definido en magnitud, di- 

rección y sentido. Es decir, que en la suma sincategoremá- 

h tica, como en la algébrica (su caso particular), el orden de 

los sumandos no altera el resultado: 


AD=AB+BC+...CD=BC+CD+..AB=... 


60 29. Para pasar á los números, conservando el signo + 
- susignificación aditiva, hemos visto que en la suma algé- 
; -brica, de rectores con una línea de acción común, sus Co- 
cientes con uno de ellos (tomado por unidad) aparecían 
afectados de los factores directivos (+1) ó (— 1). Investi- 
' guemos cuál debaser el factor en lasuma sincategoremática. 
- Trácese la circunferencia de radio.L (unidad de longi- 


> tud), y en ella, los rectores-radios 


Ó sinistrorsum, A ap diversas unidades concretas 


o [e 


o el rector OA” en sus sumandos OE 


0A'=0E+EA”. 


Pasando á los números escalares: 


OE 58 
OE DAA 


paro ACA 
EA = 5 :0B= 


por o 


OA” =.4 = 1 c08 0 + sen 10 Je ni 


Con OP, A 


R 


OB/=w'=|[ —sen0+ coso 


, situación idéntica á la de J con relación I, ha de tenerse 


O 
“EN 


Mao >> J 
5 a" — sen 0 + cost q 
E: AR CER TE RT ETA MORÍN 
E cos 0 + sen 0 de 


Multipliquemos la segunda igualdad por (cos 0 +seno 7) 


7 y tengamos cuidado (*), cuando sea preciso, con el orden de 
a - colocación de los factores. Ni en las cantidades numéricas 
e. aritméticas, ni en las escalares, como cada uno de los fac- 
E tores se encuentra con respecto al otro en idénticas condi- 
EN ciones, influye el orden. Tratándose de rectores, el ángulo 
formado al partir del uno ó del otro factor, cambia de sen- 
tido y debemos presumir que pueda liegarse á resultados 
diversos con la inversión de los factores. E 

== ¡Escribiremos siempre el multiplicador á la derecha (**) del 
+ multiplicando, puesto que en nuestro idioma se escribe y 
dice: 

2 a Xb= a multiplicada por db; 


y, sobre todo, por una razón de más peso, que señalaremos 


al ocuparnos de las formas exponenciales de los cuaternios. 
 Efectuada la multiplicación que dijimos, 


E : 9 
po a cos 0 sen 6 (7) =— son 0-+ 005 0 E; 


que, si sen 0 + O, nos da: 


-—(%) Inmediatamente no le hay, pues para los factores escalares 
- sen0 y cos0, su colocación es indiferente. 

($) Hamilton lo escribe á la izquierda, equiparándolo á un coefi- 
ciente numérico de otros factores literales. 


- puramente relativo, como u” se encuentra respecto de u en 


ES 
led 


com la 1 


112 


Desienando, como Hamilton: con las letras minúsculas - 
1,j,k, á los números abstractos correspondientes á á esas tres 


unidados concretas trirectangulares: Ao 


De donde: 


k=0 Jj; 


i=0'[k=o0(¡=0"4)] =0'.0.0".i. 


000" +1; 


0"0'o0 =+1;) (b) 
o0"0 =+1. 


ds | Multiplicando estas (b), respectivamente, por 0””,oyo': 


[o'oo”.o" =0'0.(0")? =0'0(— 1) =— 0'0] =0" 3 
—o0"0=0; 
—00" =0'. 


Volviendo á multiplicar por 0,0 y o': 


—o0(0.o=0%=-—1)=+0' =0"0; 
0 ='001'5 y o(00) 
o =0/0". 


- Repitiendo con o', 0” y o: 
+00 =-—1=0"00' 


—1=00'0";) (b 
—1=0'0"0 


-Cambiemos de imcógnitas haciendo 


e dl 


y necesariamente 


L=Y=08. 


a, 


Estas (d”), con las 02= 02 = 0'2=-— 1, se reducen 


que equivalen á las 


Pra JT K: 
Yala is 
K.xL=1.J. 


Vése así que x (*) no es más que el número correspon- 
diente á la unidad arbitraria de longitud (L), es decir, el 
número uno. 

Por lo tanto, 


A 
Oda 
ONO 


y todas las igualdades (a), (b), (b”), (c), (c”), ..., quedan incluí- 
das en las 


y fundamentales de todo el cálculo vectorial. 


En resumen: de 

19 «El número ó factor directivo += y/— 1 es la unidad 
A abstracta dirigida perpendicular al plano de los rectores 
- coplanares que se consideren, pudiendo, por consiguiente, 
- tener cualquier dirección de las del espacio. A estas unida- 
des abstractas dirigidas se las denomina vectores unidades Ó 
unidades vectoras». 

222 «El cuadrado de cualquier unidad vectora es siem- 
E pre (—41)». 

380 «Enlos productos de dos vectores cualesquiera, pero 
E perpendiculares entre sí, por las (c) y (c”), 


i.¡=—j-í, 


(*) La especie continua L puede siempre considerarse como un número 


de de otras submuúltiples: 
PO (1 pd = 
2z 


mando ángulos ale da (cuya notación va en la qee 
18) con las a, dd En El proa An se tio- de 


“gida según OD” (proyección de OD sobre el plano o 
por su descomposición en sumandos rectangulares: 


OD = cos «a 1 + sen «a H; 


H=cospqJ+sengK. 
a Por consiguiente: 
(OD =u =v.L) =c0s 0. 1 + sen a cos y J + sena sen K ; 


-6 bien, puesto que 


sen 4 COSP=CO0S Pf, 
sen a sen p =CosY, 


u=v.L=cosul + o 


Pasando á las igualdades, Ó ecuaciones numéricas, es 
decir, dividiendo por L: | dl 


Y =C084.4+ Sen a cos p.)-+sen a sen p.k=c08 a.i--COS B.j+c0s yk; 


sencillísima función lineal que liga á cualquier vector-uni- e 
dad del espacio (por medio de los escalares trigonométri- 
cos) con los trirectangulares ¿, j, k, irreductibles, que expre- 
san las tres únicas direcciones fundamentales del espacio. , 
En esta forma se puede comprobar la po git, | 
== = —1. En efecto: A 


po. v= (cos «. ¿+ cosf alá cota. ¿+ cos $ j-hoosy. » 


ó, efectuando la multiplicación con el cuidado advertido 
en el número 23, 


> - "y =cC08* 0.1? + COS « cos fB.ji + cos y cos a.ki-+ cos a cos B.1j E 


y - cos? B.j24- cos f cos y .kj + cos y cos a.1k + cos $ cos y .jk + 


+ cos? y.k?; 


Ó sea 


-v=c08? 4.12 + cos? 8.324 cos? y.k?4 cos $ cos y(¡k + kj) + 


+ Cos y cos a(ki + ¿ke) + cos a cos Bl(ij +/1) ; 
pero, por los teoremas resúmenes del número anterior, 


14=j4= ki == 1 


JEFHFkj=ki+ik= + =0; 
v2 = (cos? a + cos? B + cos? y) (— 1)=-— 1. 


28. Para completar estos principios del cálculo vecto- : 
rial fáltanos solamente comprobar cómo esos números mo 
vectores establecen la homogeneidad necesaria para el em- 
-pleo del símbolo + como expresivo de la suma sincategore- 
- mática, así como los escalares lo consiguieron en la algé- 
brica. A 
A los números ordinarios ó aritméticos los llamaremos 
-MÚMEros simplemente (*); á los de esas otras dos clases (con 
E Hamilton), escalares ó vectores, respectivamente. a 
- Los primeros (aritméticos) los representaremos con las 
letras m, 9 ..., N,N' ... h 


 (%) Cuando precise poner de manifiesto ese carácter exclusivo, les q 
- Antepondremos el signo ||. 


Sean los rectores: 
OA , de longitud mL ángulos a $ Y 
OS o p' A 


» coo ooo 


Su suma sincategoremática será: 


OAFOA'+..=M.4Pm.04! +. =(0.0+n'.0'+..).L Lo 
= [(n cos a+ mn! cos a! +...)¿ + (n cos $ + n!cos B!+...)j | 
+ (m cos Y +n! cos y!+ ...)Kk] Le 


que, extendiendo á Ao sumas el simbolismo on puede e 
di escribirse abreviadamente: e 


2 OA =[(2n cos a)i + (2n cos f)j + (En cos y)k] . L 


+ 


-— Porla propiedad (b) del número 24, si a, b, c son los ángu- 
los del rector-suma con los 1,J,K, y NL su longitud absoluta: 


Encosa =N cos a 
Encosp =N cos b 
23ncos y =N cos c 


Y, consiguientemente: 


2 0A =N(cos a.¿4+.cosb.j + cos yk)L; 


6 bien, siendo W el vector de OA y mw su unidad vectora: 


3 OA =N(w)L =WL; 


y y 
“resultado que nos comprueba la eficacia de estos vectores 


para el fin propuesto. | | 
29. Es evidente que esa suma «incate co puede 


descomponerse en las parciales que queramos y con el 
orden que nos plazca, puesto e ya está en forma. algó- y 
brica, 0 ds 


LECCIÓN 4.* 
FUNCIONES VECTORIALES—COUATERNIOS 


ca -30. De las fórmulas funtamentales (f): 


A ES 
[AE 


z El producto de dos umidades vectoras rectangulares (verso- 
res cuadrantes) da la tercera del sistema (establégcase con sen- 
tido sinistrorsum ó con el dextrorsum). 

31. De las mismas: 


E A O AO 
Pal tl riada 


j El cociente de dos versores cuadrantes, da el tércer versor 
3 . invertido 

32. Las (f) dan también, para los productos ternarios 
: alos versores cuadrantes: | 


tk =jki = kij =— 1; 
Jik = kji = ikj = +1. 


Al variar el E cíclico cambia Ll OS el a terna- ds 


producto es ó un escalar unidad « ó una unidad vectora.. ) a j 
-33. Como los cocientes son de la forma | 


cil POS 
(+) EE 


E ¡convertidos en productos, se les puede aplicar lo noe 
34. Si se trata de dos unidades vectoras cualesquiera 
o y v”) cuyos respectivos escalares sean: 


a =C00S0,: de == COS 
y=cosf, y =.cosf' 
£.= 08 Y ,. E COSAS 


- tendremos | 
v=0wi +Yyj + 2k, 
o =xw1 + yj+ek; 


, por consiguiente, los productos 


0 — (a! + yy! +22) + (ya! — yle)i + (ea! — sj 

Ñ + (oy! — ya)h 5 
Y. == (ea! + yy! +22") — (ye! — yle)i — (00! wey 
e — ya)k 


de A por la Geometría analítica precualernaria, 

determinar los escalares de estos productos. a 

i - Ya que poseemos el algoritmo verdadero, ó completo, 

valo más emplearle directamente. 

Sean: 

| y O0a=0, | 
Ob =0% 


a doo 


VRV= (cos 0 ha sen 0. do LE A (cos 0 + sen 0. A Do 


=-— (cos 0 + sen 0.w) 


VIW.O=Z] —WU=W; 


A ÍA 4 


AS pateda: puesto que 02 =-—1: | 


, 


v.V =—cos0-+ son CP IRAN (1 KO 


qe Llamando a, y, v á los ángulos Abe Gon LOs ij yu 


w=C0s2. ¿4 cos h.j+.<c<0s v.k; 


ax +yy' + 22" =cC08 0; 
"ye! — y!le =sen0.cosaA; (o) 
AA 2! — x2' =sen0.cosp; | 
| xy! — yx' == sen (.cos y; 


A 0 plano de los dos rectores, en función de los de éstos. oe le 
¡Lenemos, pues: | 


VAIS 
Ñ 


v.v!—v!.v=2sen0.w 
vo! +v!lv =—2cos0. 


v.vo! =w!wv 


La v.0 =pyw= 14 
vo! +vw= +2 


A 


= — 0.1! =C084 — SENO .W. 


Ñ 


- Para comprobar la reciprocidad: 


(cos e + sen 6.w) (coso — sen 6.) = cos? — sente w? 


= cos? 9 + sento=1. 


> 


í ad 
LV! =w'.0!. 


V.Vi=n.1n!(v.v!)=— an (cose — sen 01) AÑ =p 


V!.V=n.08!(v! .v) =—mnn'(cos o + senew).. =p! 
/ ! n! 
y = 1. 2L= L (coso +son 0 1) Eee .....=Y 
| vV ANNA, UA 00 : ARAS 
me: RI e ACOSO BOOM): esas o. == 


ms 


+ Si llamamos q al ángulo que la proyección del vector v 
A (a, B, y) sobre el plano de las ;j, kk, forma con j, como en el 
número 2%, tendremos: 

w=c0s11¿+senAcos y j + sen1sen q k; 


e 
> 


3 y, por lo tanto: 


cos 0 +sen01mw=cos + 0 sen 0 (cos1 ¿+sen A cos y ¡+sen A seno kh). 


La forma de esas cuatro funciones vectoriales elementa- 
les, productos y cocientes de dos vectores cualesquiera, 
esla : 

Tm .n'* [cos 9 + sen 0 (w=cosA ¿+sen A cos pj 


+ sen A sen q k)], 


dependiente únicamente de los cuatro números 


N= nd yO. 

Denomínalas, por eso, Hamilton, cuaternios (quaternions). 
- Especialmente en el cociente (q) que toma como tipo, al 
- número 


A 
n 


ls lo denomina tensor por ser el que actuando sobre el rector 
- de longitud nL le hace tomar la longitud n'L; y represen- 
ta con la letra T. 


a=Sq + Va 
PE 


60600101000 00:000 


El cuaternio conjugado del q, que es el 


T(cos 6 — sen 04), 


lo nota Kg (conjugado de q). 
Al factor puramente directivo del cuaternio, 


(cos e + sen 01), 


se le denomina versor y expresa con la letra U: 


EGO 


SQ = cos 0 
Q= y VQ =senew 


HQ =cos a — sené w= 


'enemos, pues, con esta notación: 


1) | = Sy =—05081 = S7); 
cc IVp=—Vy =+n.Vg =— Vg”!). 


y sus consecuencias: 
AD 


A y (0 t0I=28p = 28p1; 
p—p!=2Vp=-— 2Vp!. 


$7. Subdividamos el ángulo «40d del cuaternio en m- 
- partes iguales; y consideremos los (m-—- 1) rectores unida- 
be: des (Oa, Oa,, 04», ... O4m—1, Ob). Relacionando cada uno de 
ellos al inmediato anterior, obtendremos los m cuaternios 
po unidades, cop! anares é iguales: 


: On; 0 0 
008 7 HA On: 0 
Oa m Ap UA 
Oa, 
=C08s — + sen — uv 
08: Gba ; 
1077 0 0 
= COS — + sen —0; 
Oamg > m m 


Multiplicando, miembro á miembro: 


OD 


0 0 m 
=UÚ = (cos — + sen —.v) ; 
OA ] m m 


de donde  m 


cos (124. ) +.c0s”—[ tanga 
m E m M _.M.) 


Por ló dicho 6niel número 12 


tang dd—d0=0, 


1 
V 1 + (00) 


cos de = 


; no o apreciando tampoco los infinitésimos de sogundo. C 


Ñ 


de, pues, para los efectos numéricos: 


0 0. 


U=l(i+d9 "] =(9 


38. Para todo el plano a00d, v =+ Es ye luego, en él 


U=e” —i0 osa Y 1seno: 
4 igualdad que nos permite hallar directamente las formas 
Ñ Be - exponenciales de las líneas trigonométricas, que á media- 
dos del siglo xvi dedujo Euler del desarrollo con la serie ; 
¿ - de Mac-Laurin de sen o, coso, e “—1, e %V=1 Desdoblán- 
- dola: 
$ pe? p 
coso+ VE sen 9 = E 


coso—yV— 1seno=eV=1; 


de donde: + 


dos a (Fórmulas de Euler.) 


y TIN PE 
«y — 
A AO Mo 0 Ve 


8 seno = =- , 
a 9 yd 1 


Y también demostrar, con toda generalidad, las de 
- Moivre. En efecto: elevándola á la na potencia, 


C0S0= — 


¿En =1 =C0S (n0) + E sen (no) = (cos 6 Ya 1 sen o) 3 


39. Las formas exponenciales de un cuaternio son, 
pues, ¡ 


(5) 


a=T( = cos 1 +sen 1.10) 


Ala unidad directiva, ev, se la denomina unidad versora 
6 versor unidad. 


 (*) El arco unidad, que se denomina radian y cuya longitud des- 
y arrollada es la del radio unidad, corresponde á los 57” 17" 44”,8...; 


cos 1 = 0,5403021: 
sen 1 = 0,8414710, 


LE 


is 2%) Y, 2, son los cosenos directores del ec (0) ul da 


A 


Y] O 


q =D le e 
Us Le ol ; 


40. rnostaos en la esfera de radio dida el polígono 
pes m lados AA,, Ajña, Ls Am 145 siendo estos. lados los. 


sus sentidos propios. Para la a urecadióN de cho sentidos 
'supondremos al observador. en el interior de la pirámide 
cuyas aristas sean las unidades vectoras OA, OA,, ... OAm-1. 
Los versores cuadrantes (vectores unidades perpendicula- 
res á los planos) de los círculos máximos correspondientes 
40,01... constituirán las aristas de la pirámide cuyo. polígo- Se 
MN no base es el polar del propuesto. Los cuaternios unidades : 
y correspondientes, llamando 4;, 4, ma cd a estos versores 
- cuadrantes, habrán de ser: o 


bt... ......60. 0.0... 09.2) 


- Multiplicándolos: 


Cs 


+ 1= ¿041 +0/49T.Om— ¡hm 


47 


- que escribimos de izquierda á derecha) los sumandos se 
y van agregando á la derecha; y á esta operación aditiva co- 
- rresponde en el primer miembro la de multiplicar, esa fué 
; la razón de mayor peso que nos hizo, en los productos, es- 
cribir los multiplicadores á la derecha, contra el uso de 
cl Hamilton. Para que la exponencial producto valga la uni- 


dad, es preciso que el exponente sea nulo; luego 
0 


A : 91, + 012, > «. 0m_¡Am =0; 


S 
ON 


y, por consiguiente: 
m0. : 
¿AÑ 
de On (— Am) SS ZN — 0¡ha <> pl Om—2Am-—4 : 


Me 


A 


y vemos que los versores cuadrantes »y, Ay, Am extienden á 
los arcos la suma sincategoremática, puesto que el vector 
A No: 


¿ o | Om_(— Am) 


- corresponde al arco de círculo máximo que va del origen 

- del AA, al extremo del Am-2 Am-1. Estos vectores pueden 

: considerarse ó circulares, según dichos arcos, ó bien recti- 

- líneos (0 en radianes, de la primer circunferencia por su- 

puesto) con la dirección y sentido de la unidad vectora 1 

(radio polar de su círculo máximo). De considerarlos cireu- 

> en Mitos tay que tener muy en cuenta que las unidades vecto- 

% Yas?,,Ag ... no tienen la dirección de los arcos. La homoge- 

4 Deidad, para operar algébricamente, sólo existe con los 

Micacaoro: rectores rectilíneos de magnitudes ee y direc- 
ciones y sentidos de las 21 correspondientes. 


A 
Y 


1. 4%. Podemos ya ver en el espacio cómo 


U.U/+ UU 
Si llamamos á los vectores-circulares 


A BA OA =p: AC =0"" =q"; 
BCO = C'B = 00 = Y” : CB” = ema — y” 


“ 


gun ev ex. 


PEN DU = 6106'A' 


uu ¿+04 


- Como ni los arcos e” y e” (correspondientes Rp , 
CB de los triángulos ABO y C'BB”) son iguales, ni los 


LECCIÓN 5.4 


DIFERENCIACIÓN VECTORIAL 


42. Generalizadas las operaciones del Álgebra á todas 
Ñ las direcciones del espacio, con el transcendental descubri- 

miento por Hamilton de las unidades vectoras, claro es que CN 
Et generalización abarca á las AA y por ende á las dd. pS 

43. Consideremos un rector, R= pL, variando desde 
DA. 4 0B;.6 sea de pL á4p'L. De aquí en adelante, los vécto- 
ros de los distintos rectores, RR R“. pos escribire- 

mos pe, p..; sus unidades vectoras, oyo dos núme- 
_ os, M2, n 


En el ádeulo OAB, se tendrá, por suma vectorial: 


¡ (OA + AB=pL + AB) =OB=p"L; 
% de Gocrrde 


AB = (9. > PL =R' + R=AR = 49D. 


Dese componiendo el rector-diferencia, AB, en sus dos su- 
¿mandos rectangulares de la figura: 


E | AB=Aa+aB= (1 + a 


n el sistema trirectangular que adoptamos, según se ve 


dnd e 
longitud Aa 


ie da E 


Ahora bien: 


Aa = (longitud Oa — longitud OAJv = (mo cos ? = mo. ve 


= (n' cos y — - m)oL; 
y, por consiguiente, 


longitud Aa = (n' cos y — mL. 


longitud aB = OB sen ¿= nm! sen q.L; 
luego: 


n' sen y 


o pi nm cos q — 1 


w)n' cos q — muL 
= (n!' cos q — n + n' sen y.w)uL. 


E 
Pasando, de esta igualdad rinde á ecuación numéri- E 
ea con unidad (vL): 


AR dan 
— =08M cosp —-n +94 seng.w. - 
vL 
Por la significación de la caracterísca a: 


| nea and 
y, por lo tanto: 


n'=08n + 4n, 


= n(cos y — 1) + An cosq + ee Es an) son p. w j 


E ¡Para pasar á e diferencial correspondiente recordaremos 
que, por el número 12, no teniendo que apreciar los infi- 
| mitésimos de segundo orden, por adoptar unidades de pri- 
mero: 
tano (dp) = de 


y, por consiguiente, 


Ñ. 
% 1 
sd == A 1 
k +V1+F(tangdo?  +V1+dg 
e tano (1 d | 
- sen (dp) = ca: E ña MELO 


+V1Ftangido  +V1+de da 


» Con estos valores, siendo « el infinitésimo de primer 
orden tomado por cd: 


y 1 
e) 
» 


0 dark dn ndo 
E ¿e = CAP + A s , 
8 “euL 3 s 


que, sobreentendiéndose siempre que se trata de los valo- 
_Yes concretos, se escribe abreviadamente: 


E ANA 
e. dk / 
be: —7 =dn+ndow; p 
%: vL add, a 
3 . . . SN 
O multiplicando por , y 
1 PMEiA dn.v +ndp na u) . EN 
-Ó también, puesto que R = eL y L es un factor constante: - A 

¡ ¡ | e 

de =dnv — ndo u (1). ds 

Como v y uson las unidades vectoras DorpendionriAOS | Ñ 
Bo. sí, del sistema que dijimos, los dos términos del se- k 
-gundo miembro de esta ecuación, no son más que los dos de 


A 
EN 
"E 


de =d jp + dep. 


43. Cuando no varía la dirección, dy =0: 


» 


- 


de =p =dmn.v. 


(EE 1), y se e linaban imaginarias á las cantidades más rea- 
les posibles. Esas diferenciales de los textos corrientes. 
lo son más que los escalares 


dn = — 


ndo 


de = de. = — nd. 4 = + E 


A4. 
cribirla 
de =p + 0,0 = 


6 bien 


ve Por ser las que, relacionada con el ¡ati mo. de: 
«velocidad que se dice en Cinemática de circulación. ( ) 
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variaciones infinitésimas simultáneas de p n y y; en el trián- 
; gulo infinitésimo ABa, rectángulo en a, si se llama, según es 


| ) AB 
- costumbre, ds al número poe 
. e AB 


do =Aa=ds cosaAB v, 
dy = aB = ds sen «AB (— u) = ds sen aAB.w.v; 


4 

y obtenemos el cuaternio diferencial 

, no 
q hee = ds (cos aAB + wsen aAB) = ds ECO 
j 


ó llamando 0 al ángulo «AB: 


e = ds (cosó + sen 0 10) =ds.e”” (4) 


ó sea, con notación hamiltontana: 


ns cosO0; TL as; 
V V 
Lo dssendw; y A 
V Y 


de y . 
El tensor Y = ds no es más que el elemento (numérico) 


infinitésimo de la línea que va describiendo el extremo de 
los rectores RR cuando su ed permanece invariable, ó 
se los hace coiniciales. 

46. Si llamamos x, y, 2, á los escalares proyecciones 


p MINAS S 
del -- sobre tres ejes de referencia invariables, trirectan- 


 gulares, y de los 2, 7, k, por las propiedades de las sumas 
- sincategoremáticas ó vectoriales: 


p =xi + + 2k 
pep =xi+y4j+2e%k 


de =9 —p=(0 —ai+ (y —y)j + (e —ok 
= dx i+ dy j+dek | 


la diagonal del paralelipípedo cuyas tres aristas son dx, 
dy y dz. O bien, diferenciando p; puesto que 1, j, k, son facto-. 
res invariables ó constantes. CN : 
4%. Es evidente que, extendido el al alesbrics 
a con las unidades vectoras á todo el espacio, todas las reglas 
de la segunda lección son aplicables á las diferenciales vec 
- toriales. Debiéndose únicamente, en las de la multiplica- 
ción, de tener el cuidado, que tácitamente tuvimos, de con- 
'servar el orden de los factores. , 
AS. Volviendo á la forma cuatérnica (4) 


_£ =ds(cos 0 + sen0.w=dn + ndy.w, 


como los cosenos directores de p son 


y los de p! 


| las Tobias (c) del número 34, nos darán 1 para los. cosen: 
- directores de wW 


/ , 


A O UA 
a 7) 


nn! AA 


YE 
sen (dp) eS 


cos 1= 


=x0 + da, 
y=y +04, 
2 =2 +02, 
n =n+ dn, 


| 


se reducen á 


pe 


yde—zdy 1 


A = 
0 | ndo  ? 


2dx — xatle 
ndo 


cos  = 5) (6) 


3 Ego _ ady—yde 
E | OY de 


-— Por consiguiente, 


_ Yyd2—edy . 2dxa — ade . xady — ydx 
ndo a ndo + n2do 


- que transforma el cuaternio diferencial (4) en 


e. de LA ydz — dy y ¿da — ade A axady — ydx 
A 


y 


k (8). 


COS AR dl — ed 
A E Beda LE 1 
ULAR V n n ASI 


xdy — ydx 
n 


e k. 


se transforma aquella (7) en la 


2)de —e d ad d 
de = — dn+ Yr+ ) slydy + :) 
k ' n 


ab A dn + 
n 


(22 + 22) dy cl ylede + edo) | 


2 eds de) 
Up [+ dnd ( Y") ( yayo 
n 


nn 


a+yye2=02, 


adx + ydy + 2de = nán 5 


da dy de 
asis. as Las 


| A ds = ||: V (da)? + may Ata (der. 


Gi 


pa be 


57 
A igualdad que liga aquellos sumandos con las diferenciales 
escalares dn y ndy y el versor cuadrante ww. 


La diferencial completa, en función de sus sumandos 
rectangulares, puede también escribirse 


a (e w Jato =(1 — 7 Jsp (10). 


50. Para aplicar la serie de Taylor á las funciones vec- 
toriales, fijémonos primeramente en que, por la relativi- 
dad del concepto directivo ó de posición, tanto monta su- 
poner variando á los rectores RR é invariable al sistema 
1, j, k de referencia, como suponer invariable al rector R 
y adjudicar la variación al sistema; y luego que, de esta 
manera, un rector único puede representar á todos los 
RR posibles con adscribir la variación á su vector uni- 
dad v. 

Como la cantidad numérica más general posible ha de 
provenir de operaciones con la fundamental vectorial, 
síguese de todo ello que la función más general posible es la 


0 : 


1), 


A, 


A 


A 


a 


representando, según es costumbre, con la característica f 
el conjunto de operaciones á que se somete el vector p. Po- 
demos escribirla, puesto que p =M0: 


f(nv). 


Con la consideración de la invariabilidad de la posición 
de p (variando v únicamente por la variación relativa del 
sistema 4, j, k) podemos á la variación radial (do) aplicarle, 
e estableciendo la equicrescencia, todo lo expuesto en el nú- 
7 mero Y para la de la variable equicrescente x. Lo que allí era 
L AR aquí de ZA 

forma: 


= dn. La serie de Taylor toma la 


ade bd A 0 AA PES 
$ AO So 4 w: ' ' 


fe+ ap) = - 16) + mos me an+ ro a 


af. 


m=+ 


) 


51. Teníamos en el número 49 


A ndo e 
do =1 14 0 Jd4p.. 
da 


Dividiendo por da: 


y 3 aan 
Eg Id ==». A : 
dn dn OS 


-.dn 


e dalramos, U, V Y 1, SON Ea 
- Para las infinitésimasó diferenciales, O o las regla 
“sabido est 


d(dp) de 
dn 


dr=1tp dPo ndrp 
— —- — — cada il 
e == E a TE 
38 E ASEO ndry 
3 e [o a o + ds A Ju ' 


Llevando estos valores á la (14), queda: 


ls fe + Ap) = fio) — [f es ds — An +f"(p) (+» qa as A 


9 d3 
+ (2 en +... Ju—+f'pan.v. 


52. Si hacemos ahora p =0;n=0;An =m;con la nota- 
ción simbólica corriente: 


fo) =10— 110 (52) Eo (HE) 51 + 


+ 3f:"(0) (5 >) e +..Ju+f(On.v. 


Ahora bien: la función Ap, con toda su generalidad, no. 
- es más que la misma variable vectorial general p; y queda 
la serie: 


1) =10)— 110) (+) +20) lr) ar + 


+900) (55) Hp de + 00.0. 


A Ls mo = 
A A AS 5) Es 2 a ES 


Ses, 


HR 


Jn _ 


A E TA 


y 


- Si llamamos abreviadamente á los escalares, 


lp Y m : ed 
a O 293 me +. ci 
si=f/0Onm: poc 


Ko) =8s, + (su + sgv) = 8, + Su. 


Es decir, que: 

53. La función vectorial más general posible pa de ser 
necesariamente un cuaternio, 

Se reducirá á un vector (Su”) si (0) = | 

COROLARIO. El cuaternio es la ford más general de za 


És “cantidad mensurada ó relativa. 


- Comprende, con Wg=0, al escalar; con Ug= 1, al número h 

54. En cualquier fenómeno continuo cuyas variaciones i 
-mensuradas analicemos, habrán de tener lugar éstas sobre. 
el fondo (*) común á toda variación en acto, que se denomi.- 
na tiempo. 


A cada valor numérico (+) del tiempo, á partir de un ori 


a gen arbitrario, corresponderán precisos y determinado 


valores de n y de y; y siempre podremos expresar el núme 
ro n y el escalar y en función del número t. Eliminando e 
pS t ana oe, e ot qe 


Lagrango, 


y 


(*, El espacio Jo es de las variaciones en potencia, ó posibles. | 


LECCIÓN 6. 


FUNCIONES CIRCULARES É HIPERBÓLICAS 


A 


escalar del arco AS desarrollado 
longitud del radio 


5 =senp; 


OB = tang q. 


AE 
OB. 


A Món este simbolismo funcional, llamando val vector uni- WA 
' tad del radio OC: | 


de 0D = cos pi ' DA =senver q.i; 


OE = sec q.v; 
DC = sen rai AE = tang p.j; 


rl od món ep a 


- y por consiguiente, como k?=— 1, 


o pags ed 


Tras estos preliminares estamos. ya en disposición de de he. 


a. 
OD+DC+C0=0; 


¿i+tang p. + (—secq.v)=1+tangp j¡— secp.v=0; 


cosp.¿Hsenp.j—v=0; v=co0sp.¿+seng.j; 


eliminando v: 


1+tang q. =Secq cosp.¿+secoseng.j, 


1l=sec p.cos p 


tang p = Sec y.senq. 


De la primera: 


_cosp=secrtp;  secp=cosTlg. 
-_Dividiendo una por otra, para eliminar sec, 


sen 
tang p = o ps sen p.secp. 


1 


E 
+30 
> 
É 
> 
5) 


- Por lo tanto: 


03 
PA 


29h 
e da 
11 ¿2 
». 
2 
Q 
= sen? SS 
2 2 


d . 
A 
- pr 
mo TI] 
a N 


sen y 


pd: AGN 2 Ja 
D,(sec p) =D ¿(cos p) “=-—i1(cos py *. D, COS Y UOÓN 
= tang p.sec gy. 
IV. 
D,(senver q) = D¿(1 — cos q) = sen q. , 
E Y. 
" El e sen y 
pibytang»)= D,(sen p.sec p) = sen y onda + COS p ua 
É L p 
E 2 
E = A = sec? q. 
d- COS” p 
vi. 
q SES Cos p 
| = = = —— = — Cot q.c , 
- D¿(cosec q) D¿(sen y) SEE p.COSec y 
VII. 
D,(cosver p) = Dy(1 — sen p) = — Cos q. 
y ' VIII. 
0 A — COS Q 
de - => pa => -ááKKXA<AA<A<«<A<AAN<—>>—> O n e ER 
| pas(cot p) D,(cos $ COSO p) = COS y 5 ; sen e . 


= — cosec? o. 


3%. Para que puedan apreciarse las ventajas del algo- 
| pino completo (vectorial) sobre el clásico (escalar), trata- 
remos ligeramente algunas fórmulas trigonométricas. Por 
los estudios preparatorios ya se conoce la obtención con 
e las fórmulas vectoriales de Moivre de los senos y cosenos de ' 
los arcos múltiplos de otro de líneas conocidas. Añadamos. 
algunas otras: 


(aby = 008 (a + EN da k sen OE 
| — oli | ¿0 — (cos. a+ a sen aeos ha + ko sen ón ; 


= (08 4 coshb + son a sen 5 + (sena cos + 


que por la identificación de los escalares y la de los vecto 
| res, se desdobla en: | : 


cos (a + b)=c0s a cosb + senasenb; 
rem 


senbcosa. 


y 


sen (a + b) =sen a cosb 


- Del mismo modo: 


p 


MN o — cos(a +b+<c)+ksen (a +b+ e= pa ¿a e a 


= (cos a + k sen aJcos b+k sen vaa Cc A % sen Al 


+ senacosbcosc + senbeosccosa + sen C cos. a cos 83% 
2 


que, por identificación de los cuaternios, se desdobla a 
A le ade ' 10% S 
cos Jar b + Delcos 4 cadb cos c— sen a son beose 
— sen b sen c cos a — sen e sen a cos; | 
senta-+B + 0) =— son asen B son c-F-son a cosboose 


+senbecosccos a+ senccosacosb. 


ÑO 


Análogamente prooo mec con mayor número des su- 


- mandos. 


o al A 
de O 
2k 
for MU LR le io cae ere ¿Po 
to ie e añ 


= sen p + sen q. 


= (08 p — Cos q - 
RN 


$ 


1 [apt (g=0% — ga) — 42h (gal ¿a — 


= y (ere e pk) (1 gra) sen p.seng. pee ¿1 


Suh y, 
Schy, 


Thy, 


Por consiguiente: 


0D 
ADS 


OE 
DC 


AE = 


En el triángulo menor, 


OE =OA+AE; 


coseno hiperbólico dep; 


-. 


seno idem....... dep; 


senoverso idem... de p;- 


secante hiperdólica de y Sd He 


tangente ídem.... de y a , 


Sch p.p = i+ The. j; do 


5 


y, por consiguiente: 
y 


Veamos 


Sche.Shy= Th e | Th = 


Además: 


OD OL AD: 


- qe 


á qué 


Ch q 
Sh y 


qe) (o 
Schp.p — 


Th pj 


Schq.p CE 


Sh y 


basta aL en =1 
The Cthtg. 


Chp.i 00 
AANAOD: 
Sh y.) j 


Suh p = Ch yq —1. 


OA OE / AE OE 
A A — 008 0); —— = — sen0; 
3 1 V J V 
E: (1) O 0 0: (2) A en 0 
A i V j v 
al OD” 077 byb=0B=j Ob 
p — = —— (eos0. == == — 
e p V J Y 
ll a Eliminadas las líneas trigonométricas, dan: 
ñ QA _ 0D _ 05. 
DEI ENE SICA 
A O A 
OEM OO Ob 


Sch y.Ch p = 1 Ch y =8Sch"tp;  Sch«o = Ch tp. 


escalar puede corresponder el que, por 
analogía con el del círculo, hemos denominado cotangente 


- Mmpertólica (Cip=3=): si llamamos b” á la proyección 


del punto b sobre la dirección ¿, por la definición de los es- 
-——calares seno y coseno, es evidente que 


sen 6, 


4 escalar que se denomina Csh p (cosecante hipertólica). 
e De las primeras 
Cho.t Ch 


0h = , ; Sho. Sha 2. 


Deal Ch y. 


E 


.res) del círculo trigonométrico, si se llama x al coseno é y 


al seno, es si 
Y od Vi — a? : 


La análoga de la hipérbola en cuestión: 


dependencia de las líneas Sh y Ch. La ecuación (en escala- 


y=V8 -1=/1=42. 


E infinitésimo (que se nota ds) se confunde numéricament > 
: de este arco, es decir: | 

/daz + dy? ) 
US A AL — v 


1 (Dagdo. 


; E A 
A, 0 > 


Por la constancia del radio, se tiene en el círculo 


va 
A 

TS e 
+ 


La cantidad análoga de la hipérbola equilátera es EA 


de, «0% do A AAA Ñ | ii 
ho R=Va+y de 


ñ De su ecuación (%? — y? = 1), diferenciándola: o 
E | 2xdx — 2ydy =0; Lear D.y = Aadl 

y m7 ] da Y 
Juego: h 


ITA Lana 2 
ay A O | 


6 bien, por la ecuación de la hipérbola: 
Ve=1  Vyg+1 dl 


Por consiguiente: AN 


Q* 
AS 
| 


5 AN 
dy — 


Ya 


, habrá de ser x una cierta función de q, 


Rp). 


Empezamos á contar las pp (como en el círculo trigono- | 
métrico los ángulos) á partir del eje de las XX, ó sea desde 


Por la forma 


es evidente que 


| cdo dé Ñ d, 


0500 <(f0=>) 


do S 
PM A 
> (qu). 757) 


E , y, como R, es finito y en el punto A (s= 0) ; 


+R=x=+1, 


(1) 
a 3 
o 


4. .06000000t10 01.010.006... .. 


=p) = 1 A + sde E... 


Al propio tiempo, d ¿=dy (y? +1) 
3 arrollo de la y = F(y) se tiene: 


>: ' F(0) 0 


2; y para el des- 00M 


ed q 
Dj == FO) =1; 


% 1 » 1 dy 
= —- (q? A A Y == 
PA IN E*(0) =0; 


Dyxy)=1. 4% (47, F1(0)=1. 


..Ra... 0.0.0... ..Aw£ eo co eo... o e. .........» 0. 96906000. 00000 


5 Q py? 
== +31 45141 + 
Desarrollando análogamente (*)las exponencialese*ye Y: 


2 3 
A 


[a] 


po P PEO 
a E UE 


Dyn é=é?; "Y Dare], o=1; 


. 


Da a y 


Los valores de las líneas hiperbólicas, en funci 
- argumento, habrán de ser según esto: ) | 


f 


Ch.p = a (e? + at 


Suh y = = (e* + e?) —1 — 28h? mE ; 


A O CA 
D, (Ch y) = =3- (De +D,0 rar iba *) =Shp. 


LE 


np / 1 ' : 6 pal 1 Ml 3 
D, (Sh ?) ==7 (D,0* —D,.¿ )=7(U+e *)=Cheg. 


A 
Moo 
a 


ME: Sh y CARA 
0% a $ Che oa o Qa 
E 
Chg _ Sho — CM p OO 
a a 
TN DA 
Chop — Ch? = — Th p.5ch y. 
, ih COR 
MENOS ES ra TEMO =— Cth y. Csh Q. 


en la Ada que | 
Recos0=Chgp; 
R send =Shg; | 


“4 


Por consiguiente, dividiendo la segunda por la primer 


é2_4 


tang 9 = Th y = —___———- - 
ed 


Despejando e*? 


1 + tango 


mos, colar á las asíntotas Ñ =—- e e. 


í 


ne + ) variará entre cero y más infla ses será Sa 


uno, rellenada por el coseno ó el seno. 


a 


ES pe : 
e La cos 0 + sen O (2) 3 sen + cos 0+sen 0 cos — 


a 
Ñ, — 


do ak 50 | 
cos 0(2) E sen 0 (2) a cos 0 cos + — sen 9 son— 


71 


Un cuaternio cualquiera puede escribirse 
g = T[U = e = (e%)*] = T(ChO+ Sh). 


Un versor, puede siempre considerarse como la suma de 
aquellos dos escalares hiperbólicos elevada á la potencia 


vectorial unidad (%), perpendicular al plano del cuaternio. 
O bien: 
e U=(0x1+8h1)”. 


61. Para determinar las líneas hiperbólicas de argu- 
mentos sumas y múltiplos; podemos, por ejemplo, escribir 


40h(a + b) = 2[er+? + e (0+D] e2,e? +- 874,70 + e9,0) + 672, g70 
y añadiendo 

er,ed—e den —e. eat e .e—0, 
4C0h(a + b)=ez(e? + e 7?) — e Met—e70) + een — ee Ae? ed 


=(0r 40 (e q 079) + (01 070x007) = 


=4[Ch a.Chb + Sh a.Sh d). 


Luego 
Ch(a + b) = Ch a.Chb+ Sh a.Shbd. 


Análogamente, hallaremos 
Sh(a + b) = Sha.Chb + Shd.Ch a. 


Por lo tanto : 
Ch (24) = Ch? a + Sha; 
Sh (a) = 25h a.Ch a. 


Mos luego escribir: 


Una Ty 40 ne. Cno. Chc+Sha. Sh D. She 
+ Sh b. Sh c.Ch a +Sh c. Sh a. hb ; 


Sh(a + b+c)=8Sh a.Sh b. Shc+Sha. Chb. cel 
+8hb. Ch c.Ch a +8h c.Ch a. Chb; 


y por consiguiente, 


y Cl 


Ch(3a) = = Ch? a + 85h? a. Ch a = Ch a. (0h? a q 387 a; 
Sh(3a) = Sh? a + 38h a.Ch?a= Sh a.(Sh? a a 30h a. al 


E el círculo, 


E Oh — a) = (074 4 e (70) = + (es + e7%) = Ch(+ a), pd 


Sed, , Sh(— a) = (87% Eq em) =— > (e. — ere = E — Sh a) 


al signo del argumento no transciende al Ch, pero s sí á á todas 


las potencias impares del Sh. 
- Siguiendo el mismo procedimiento que en las creia 


z Maramos á idénticas fórmulas para las tres primeras di 


+2 Sh A . Sh a 
en vez de 
An? =— 1) sen O 
; La cuarta es | 


-— Cm LG = sm 21 — sm 20 =Shp.Shg 


Al LECCIÓN 7. | 

q o EA 

De FUNCIONES INVERSAS—LOGARÍTMICAS as 

3 20 

Y EXPONENCIAL DE BASE CUALQUIERA O 

q 62. Denomínanse inversas dos características funcio- ¿AN 

- nales cuando superpuestas se eliminan. Es decir, 9 y Y son y y 

3 inversas una de otra si . EN e 
Mi 

Llamando z á la variable v(u), tendremos por la antedi- de 


- cha definición, las dos funciones recíprocamente inversas 


=V(0), 
ñ e | u = V(2 = Du) (1. 
A 


_Derivando esta (1) con relación á 4, como su segundo 
miembro es una función de función, 


= D.(1).D.(0). 


Es decir, que: 
e Las derivadas de dos funciones inversas, con relación á sus 
A variables inmediatas, son recíprocas. 


ys 


(linea de q), sd 


y = arclín u (arco cuya línea es 4). 


y 


Aplicando la regla anterior: 


1 


D,'u = Sen q) 


1 
D,(u = cos q) 


1 


Du(p = arcsec u) = he pad po 


Dal =arcsenver “u)= sy 
dy Jl A - D¿(u = senver q) 


» 


1 


=———_— = cos? y = 
Dy(u= tang q) je 


] Dal = arctang u) = 


1 0 
1 


2 


1 pe sento 
D,(u= cosecp) cos E 


- Dal = arccosec u) = 


1 


= arccosver 4) = -————_———_—_—_—_—_—— 
) D¿(u cosver q) 
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- Pudiéramos habernos ahorrado el cálculo de estas tres 


últimas, observando que sus arcos (+”) estarán ligados con de 
los (+) respectivos de las tres anteriores, así como el de la da 
Ñ segunda con el de la primera (por complementarios) con 
la igualdad | ÓN 
y Amor: EE, 
de la que o 
A 4 y ! T z A $ 
y derivando: | Lo 
3 D.p!=— Dip. ÓN 
E. G4. Derivadas de las hiperbólicas inversas.—La inversa da 
de la | EN 
u=Linhy, a 
Además: Ch2y —Sh?p=1. Bd 
p = Arg Lin «. 1 q 


pa CABRA a lo e AS AAA 
D¿(u = Ch 9) Shy Maa 


MD u(p = Arg Ch u) = 


o 1 1 1 
A E Fe 
ME 

¿Du(p = ArgTh u) = A Ch* y = 
E d | 

MS IV. 


7 


E y z 
D.(p = Arg Cth a) = D¿(u= Cih p) — 


O TAR: 


Da =$Sch y) 


uo = = Arg Sch U) = 


1 
D¿(u = Cuh py $ 


Logarítmicas. 


a -periano dde Sir J. Neper) ó hinertali: (por lo que. en 
- cuadraturas se verá). Por consiguiente, : 
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66. Si tenemos un producto de diversas variables 


D=4.0.0.%... = eE. Y glog. Y ¿l08,Ww ¿log, e 


— 108. 4 + log, Y + log, + log, 
tomamos los logaritmos neperianos de ambos miembros, 
log, H= log, 4 + log, v + log, w+ log, 2+..., 


y diferenciamos: 
A 
A LS LA a E 


La diferencial logarítmica de un producto es igual á la 
suma de las diferenciales logarítmicas de sus factores. Si hu- 
biere algún divisor, se escribirá como multiplicador eleva- 
do á menos uno. 

Esta regla es de muy útil aplicación. 

Si las variables son números Ó escalares, no nd que ocu- 
parse del orden de colocación de los sumandos. Si vectores, 

todos paralelos á un plano, tampoco; pero si son vectores 
que no reunan esta condición, como hemos visto que en el 
polígono esférico de los versores es indispensable conser- 
var el orden de los factores exponenciales, cuyos exponen- 
tes al pasar á los logaritmos, dan los sumandos, síguese ne- 
cesariamente que al alterar el orden de colocación de los 
sumandos (en el caso éste, de logaritmos de vectores no co- 
'planares) alteraríamos el valor de la suma versorial. 

Si las variables u, v, », ... etc., fuesen todas funciones de 

Otra (£), tomando como unidad á dt: | 


6%, Como ejemplo de diferenciación logarítmica, vamos 


| ó constante (2) = E) versor cuadrante (fio 
o . relación a plano de.ambos) 1; ángulo de p con Po a á 
Tendremos el cuaternio cociente: cal 


Wo S — — Y +. 
e? s PRA MAN 
No A o 


log.p — log. pp = log. n— log'. My + Y w; 


' 


Sl que, multiplicando por p = nv, queda 
de = dn.v + ndy(w.v = — 4). 


- Expresión idéntica á la hallada directamente en el núm: 


o A3, como era de esperar. 
68. Para diferenciar logaritmos de los vulgares (de : 
1 base 10); si u = log, x, la exponencial inversa Sera 


== 10 — (0108: ye pue e 0 


y, por lo tanto: 


lo = 109, 10.04: u = log,o a = E 
1 1 | E 


D.(108 10 %) = Are o E 1 = "Ta 10 en : 


-69. Enla exponencial de base cualquiera, pero (0) 
, tante, : 


log. = ed m5, Mea 


ES 


la derivada logarítmica: 


Day = log. a; D,(a*) = log. a 


Por consiguiente, 


3 : a ; día”) = log. a.ardxa 
- Si la base es variable: y = u* 


E => == o + log.4.dx; - d(ur) = .2.u* log. 0.da.u*, 


que si se trata de variables escalares (de orden de coloca- 
ción indiferente) se reduce á 
p d(u*) = xau*—1 du + log. 4.u*da ; 


"a 
yl 


y, si la base y el exponente son una misma variable, á de 


dí(x*) = x*(1 + log. xjdx. 


3 - KO. Forma logarítmica de las mperbólicas y circulares iM- 
- versas.—De la 1 de las hiperbólicas (y = Arg Ch a): 


A PELEA 

él an e 1 

M0 u= Ch p= si 

o : De? 

-— Quitando el denominador, ordenando, etc. : 
Y e —2'm+p1i=0: 


ecuación de segundo grado en (e?) que resuelta, y dejando 


e A ñ 2 . A .» - 3 e E 
al símbolo funcional y =L ]* toda su extensión, nos da ¿A 


eb=04u+ Vu2—1; 


omando logari 


e 


E 
Pu: 


0 Análogamente hallaremos: | 


Arg Sh u = log. u dl VA +1). 


u-+1 


1 
Arg Cth u = G- log. APR pS 


2 


1 UNA Us 


Arg Sch u = log. 7 


| Arg Csh u = log. 


1 Vi+u 


Y 


Y 


En las circulares se obtiene, del mismo modo: 


arc Cos uy = - 


| aresenu= = log. (ut + e 


(95) 


arc tang u= SE Ada 


a 


uk 


arc cot u = 3% Logs Ea, 


1 
arc secu = E log. 


? 


arc cosec uy = 


arc senver u = > log, [ V= + Yi 


+. 


= 0,288066 ... ; 


ye" 
Elevando á las potencias (Pk)y (2% 
(1)'=1 =-— ne ? 


TE 


je 
a 


pad E 
Ai 


1+ (+0 20 


-D,(Arg Shu) = 
u=+ Vu? +1 


a HOR dd 
ali 


a PARE eE 


AL ¿ (1 —Y1 + 1)u 
V1-+0u2(— u) 
— 1 
uVi+u 


Di(Are Suh u) =2 DlVu+Vu+2) = 
De Vu+Vu+2 
1 1 
AED CAE 
Vu+Vu+2  Viu+2u 


DVu+Wu—2) _ 
VutVu—2 


D.(Arg Cuh u) =2 


GA 


A 1 
=> + —_—— 
del Var Vu—2 1 


— 
— 


VutVu—2 MA 


-—Análogamente pueden derivarse las circulares. 

3. Derivadas sucesivas de e“, sen x, cos x, Sh x y 
Ch x. Como 

He A 


D,(e*”) = Diane”) .D,(ax)=e"”.a 
Doll ger) — qe 


Lobo o .o.pop.oo poo. o... np. o... oro... o. - 


Dale”) = (a) re0 ; 


= cos x + k sen x, 


er = cosa —ksenax; 


y derivando » veces, 


(ya — D,n cos x + kD,n sen x a i 


l 


(— hy”. e7*r = D,y cos a — kDon sen 0; 


E nd, 


e LANAS NPIr = 
2 n impar 


*—(—-1"e ” | npar... 5h: do 
2 | nimpar=Chxw 


NS 


mn) 
NN 


Y 
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4. Para el desarrollo en serie de Mac-Laurin de sen x 
1 cos x, tenemos: 


7, por consiguiente, aquella serie toma las formas, 


903 "a 5 


SS LTTBOT = dada a rson (e +0. )a" 


x 
cose =1— 91 


y Si se trata de un arco a da: 


vemos que el exceso del arco sobro el 


y 


| el arco, de tercer orden. 
73. Para desarrollar Sh x y Ch x, tonoma 


Diské Une: 
.D,Chx =8hx; 


Sh (0) = 


m+t., 
y ) 


2m., 
de 


siendo n el número de términos que se tomen. Por lo 
“tanto, 


3 
-Shde= de + > 


da? 
2 


, Th de = de — + dai + pe 
Ch das 1 


Las diferencias son del mismo orden que en a las circula: 
res, con la variante del signo. 30 
76. Desarrollos de arctang x y de Arg Th «Sabemos 
Dos lo expuesto en el número Y0, que 


: , 1 a | k di ; | y da 
2=f(a) = AreAne 2= 37 [108, (kx) — log, úl Es a] | l 


Por lo tanto: 


> 


2% Dyn e = Dm 108, (e — 2) — Din 102, (e +00). 


- Ahora bien: 


Y 
eS 


us log, 0) =D [— (07 =— (1)! 07; 


NS 


. Das log, (% -+ dea Dana [+ (+07 ]=—(— (m0)! +0)7 .: 


3 ueno: 


—Du+ a) "—(k—xu) ” 


«Bea ¿=fW (23 =(m- OA 9% , 


y, por ende, si n es par, 
' pa LA 

2 si n es impar, 

9 n+1 

E rica) peedt f 1) 27 4 DE, 


e : 
A a3 as qt 
¡OR arctang === + =m>5+.. 
> as a me 


Mi 


E _Análogamente hallaríamos: 


as gs ao 
ArgThe=x0 +-=32 + gh go e. 


77. Determinación de =.—La manera más cómoda de pre- 
cisar este número inconmensurable, relación de la circun= El 
Ñ erencia al diámetro, estriba en el desarrollo ' 


2 =arecotc= arctang 07! =0!— + mn Y) 


* 


yA yA = + R, (1); 


E oa A c—0n+1) le (Sn e Der E E 
a ls +0 En 0 


— (2n — 3)0=2] ON 


SS E Po 
Ea = (— 1 y (Om + 1) +1 . 


Por consiguiente: 


1 
CD <a 


- Queda reducido el problema á á proporcionarnos 1 un area 


¿qee 


cuya cotangente sea lo suficientemente grande, Tenemos 
por el número 5% de las funciones circulares); eo 


tanga +tangh . 


tang (a E Dja= 1 za tang a.tang b 0 


y, por lo tanto, 


cota.cotb F 1 


cot (a coto + cota 


la p, c, á la ds no, Cu: 


cotpo==C, 
cot mp = Ca; 


c2— 1 
2 


co Ze > 07 


3 ES as 
7 A, E - 0ot 39 = 0 = E 20 s 


Es. dE 1 6e+1 


ll 


(c* — 10c? + Se 


A rm era ] 


y éstas, á su vez, nos dan: 
0 sad: 


nNP=T SS Cai 008 E: 
C;57*=0=50c* —10c?-+1; 
C; = 0 =c? —3 5 
AN Ma 


lo=0- 5ct — 10c? + Les 


e=C+VC2+1.. 


, - Aplicando esta (5) á la (E), y RTS gá la que re- 
s ult: | 
| P=cot =2+ V3 


E 


CN T ñ T al 
c = Cot 60 ba a 


gencia á la serie (1) (*). Con ocho decimales, 


NX 


8=2+V3= 3,73205080, 
a—=V5+2V5= 3,07768353, 
$ —a= 0,65436797; 

08 = 11,48607128. 


4 


Por consiguiente: - 


e =c0t 3% =c0t Á == = 19,08113662; 


c? = 364,08977471, 


La serie (1), multiplicando sus dos miembros por el 
visor de x, nos da: E 


ce PO A 
(Qu e 
Tomando tres términos, nada más, su resto vale: 


1—4, 60 
A 


log y, (c")=7 108,0 € > 8,92, 


logo (5) = logo 60 — 10g,p 7 <09, 


108,0 6 . 0) 20 7,98 , 


(*) Mucho mayor que la c=5 dela clásica fórmula de Ender: 


T 119 
Areco) or 4 arccot5— arccot 290, = e arecor 120 * — arecot 239. ? 


[dl E A E MICA MAI AI MAA 
MR NS E xy ad ce: A A! 


y, por lo tanto: 


AS 1 
Ne 1079... PTA 0d 

Obtendremos el valor de xz con siete cifras decimales va 
exactas. En efecto: ea 


60 c—1 = 3,14446677 
12 c—5— 0,00000474 
3,14447151 


90 c73 = 0,00287883 
1 = 3,14159968 + Ry . 


Por medio del término siguiente, y tomando dos cifras 
decimales más, veríamos que efectivamente son exactas las 
siete primeras, y excesiva la octava cifra decimal. 
YS. Tabulación de logaritmos.—Vimos en el número 70 
que, six <l1: dl 


log. + = 2Arg Cth x =2 Arg Th x*!. 


Desarrollando este argumento: 


ONES LIN =2 [0 + Es +4. 


a—1 
y, asignando á x el valor 


a=2n—1, (n < 1): 


n 
lo e = 1 e TN e —1 = 
BT og. n — log. (n — 1) 


=2| 1 Soy AARÓN Ss 
A EI E 3(2n — 1) E 5(Q2m — 1) E A (5) 


| lar los Ls de base e. Sa más que ir dando v lores 
-ám, se van obteniendo las diferencias de dos logaritmos 
- consecutivos, y, por ende, el valor de todos ellos. Sus t 
minos son de facilísima formación. Calculado el primer 
basta para obtener el segundo, dividirle por 3(2n— 1). 
tercero se deduce del segundo multiplicando por 3 y divi- 
- diendo por 5(2n — 1)?; y así los demás. , 
Con m=2, y tomando ocho términos de la serie: 


log. 2 =0,69314718.. 


- Pasado log. 20, para obtener el mismo número (ocho) de 
cifras decimales exactas, bastan dos términos. Después de . 
Loge 437, un solo término es suficiente. 

Solamente hay que usarla para los números primos. El 
logaritmo del que no lo sea se obtiene sencillamente con | 
- la suma de los múltiplos de los logaritmos de los ON lo 

cuyas potencias le compongan. de 

Para determinar el logaritmo neperiáno del número 10 
base delos vulgares ó decimales, con n= 5: se 


As 


O O O 
10R: (+=3+=3) = log. 10 —3l0g.2= 


1 1 a la 
CU +]. 


Luego, no teniendo que tomar más que cinco términos: 


log. 10 = 2,07944154 (*) + Ojcagicaos = a 


basta multiplicar al neperiano por el módulo 


Y 
AS 


O Mo = (log. 10)71 =0,43429448. 


> 


79. “Formas aparentemente indeterminadas.—Sucede, 4 
veces, que en una función | ip 


E . flu, VU, zx, Y, 2, pe j ¿ ' MOS 


al asignar á una de las variables, la w por ejemplo, el valor 


va É A X= QQ 3 , 54 
13 Á > y . ES ¿ ' E 
resultan términos de las formas indeterminadas 4 
% OE 20 ; mn SAS Ai do 
Y a oo 0007 ico cm 


OA y 


p(a) ” p(a). (a) 5 pla) — yY(a) ; ea ) 


de mm 
AE 


o” 


k 3 Como, llamando 
3 ' ya) =V(a), 
- queda 
> N 
CN AD 


3 | 
haciendo (a LAA 
ño. (0) (a) ” 
se tiene 


, AU 


pS: 


y, tomando logaritmos, 


DO 
1eÑ 


log p(a) . e 


log y(a) "0 = 108 q(a)- (4) =¿=g) 


pa Ñ $ 


de 


| (2) Notación abreviada: q0(x)],_ = ¿m(a). 


“vemos quo. en odos los casos, podemos y 
indeterminada alas 


En la primer aa desarrollando por a puesto. | 
que q(a)= v(a) =0: 


a E E 
E 


' y, por lo tanto: 


¿(a) _ vda +h) (a) 
a) — Ha+h) (a). 


En la segunda, escribiéndola 


ela) ya) 
pla) — Ha)” 


toma la anterior; y, por consiguiente, 


) 


pa). Dep) Pa) 2 O ES Y 


p(a) Ae Dep Ka) 0 pa) da ap Y ¿ (a): 
E que, reduciendo y despejando, queda 


ela) _ e 
pa) Pia)” 
| Lo mismo que en el caso de 0: 0, en este de so :>0, basta 
hallar la relación de los valores especiales que toman las 
primeras derivadas con w= a. Así procederíamos hasta 
llegar á una relación determinada, que puede ser nula ó in- 
- finita. Pudiendo también suceder que no se consiga, y que 
- sea realmente indeterminado el valor, por existir disconti 
- uidad en la función con x=4. | 


e A a A RECTA AL A E A IA IA SA O CN ID IRE TAO 
A a ol NE ha er PA h Ps IA ! ui (em Y Dl 7 Ai e Feo, E Ae EN NN % 
ná y lat pS ms UCR 5 ; me 

Sy ¿ ”. da d $ 
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' FUNCIONES DE MÁS DE UNA VARIABLE 


Diferenciaciones sucesivas.—Fórmulas de Taylor y de Mac- 
Laurin.—Máximos y mínimos. 


80. Hemos visto en la Lección 5.* que la variable más 
general es la cuatérnica; y, anteriormente, que todo cua- 
ternio admite la forma binomia 


a=S+V, 


Ó la exponencial 
q= T ¿o pis 02,00. 


que, llamando ral logaritmo neperiano del tensor, puede 
escribirse 
q=e+%. 


Como = y 6son dos escalares (T, puede ser menor que 
la unidad) el exponente de un cuaternio, en exponencial de 
base e, es otro cuaternio 


a=:+0.0; 


que á su vez puede ponerse en forma análoga; y así indefi- 
nidamente. 


ana en la cuadrinomia, de versores s cuadrar es 1 
_riables, E 


ergo 
- siendo x, y, 2, las proyecciones del escalar V : v. 
0 SAL. La incremontación del cuaternio, en esta su forma 
- cuadrinomia, da: | 

Arq =A4"8S + Ax.1+ Amy. j + A. k; 
y, por lo tanto, en la infinitésima ó diferencial: 

dq =04S8+ dx. + dy. .¡+d"%2.k. 

Es decir, que la diferenciación, con toda la latitud posi- 
- ble, puede en último término reducirse á la de los escala- 


res, Y con la misma latitud, un escalar S podrá ser una la fun- 
ción escalar cualquiera de otros sj, So, Sz «.. : | 


S= f(S1, Sa) S3...)- 


Como, por que entren las demás ss, no deja de ser fun- 


- ción de Sm: 


d, S= Ds . de 


- Denomínanse estos incrementos, diferenciales parciales, : 
- de la función con respecto á la variable escalar Sm. El in- 

—cremento que recibe la función S, por los de sus distintas. A 
variables, habrá de ser, evidentemente: 


AS =F[(8, +88) (8,+ 88)u (6 05m)] —1[5, 5,9] . 


que puede escribirse 


ki dl A A el Ne 


AS m Ze Mos 
A A ; Sm—1 há 
A 
4 + (8, +38), Sy. Sm] —F[8,, (S,7AS,) Syr-- Sm] | 
y AS | cdo Ñ 
ho AS | se 
E + [F[(6, +88, (Sm 742571) 1 =F[(5,+5,) Sac" 51] 7 =1) se 


Pasando de la finita á la incrementación infinitésima, 
los incrementos AA se convierten en dd; parciales los Asm; 
total, que se dice, ó simplemente diferencial de S, el AS. Te- 
- niéndose, además, 


he [Sy Sy (Sm + 45m)] —F[S ¡> So Sm] AOS 

l k y ; ASm AS jm —0 A Cs 

0 ; 

z F[S,) S,- (Sm—1 FAS m1) dd 8,00 (Sim AS) ] 

4 | m1 Arm AS mm — ¡0 

Y ¿ f [Sy 2 (Sm—1 4281), Sm] =P [Sy E 5] SoY y $ 

Ñ AS m—1 AB a=0 PTA ) 
3 qn 
4 AAN AE E OSA PEO IN ¿3 


F(s, +48), SS Sm) —f|8, (S,+45,), Sy" Sm] ] 
As)=A3¡=0 


MT L(E, +48) 8, 5] =f ps ya Ñ 
— ———_—_——————_m=mm—— DA SE As 
4 AS $1 

1 As¡=0 eS 


ds D, ¿3.ds PND, S.ds, 4. 20D) ¿Beda 


=d,S+4,, a S; 


la suma de las diferenciales parciales. 
82. Funciones implicitas.—Si se tienen n ecuaciones con 
.n-+1 variables; con n=3, por ejemplo: | me: 


ha, Y, 2, t) E C, y 
fa(o, y, 2, t) e Cz, 
falo, Y), 2, t) ET C; , 


| “siendo Ci, Ca y Cy constantes; por diferenciación total que- 
CA dan las n ecuaciones en dx, dy y dz: | 


D,f, de +D,f, dy +D,f, de = — Dif, «dt 
Dofo de + D,fo-dy +D,f, de = — Dif, dt) (1) 
Dof¿- de + D, fo. dy + Df, - de = — Dif, dt 


Ly 


Sólo cabe asignar valor arbitrario á uno de los ineremen é 
tos parciales. Tomando como variable independiente la t, 
- por ejemplo, se dice que las 2, w é y son funciones implic 
tas de la t; y, por las (1), llamando p al determinante de 
los coeficientes diferenciales, | 

Df; , 

Dita» 


Dif ) 


VD, > 
Dif PAde) 


Dif, 


0 e IA A UA IR AS A AA 
nt good, dy A ARO 
r A A PI Y E ñ 


o | 107 
Def, Df,, Df, 
D.y IEA Dufo y] Difo , Dafa y 1 | 


DDD, 


De=—|Dofe» Difo» Dif2|:D 
Dufg»  Dyf3, Dif; 


Si no hay más que dos variables (x, y) y la ecuación 


fo, y) Es , 
_ Ay Df 
O a D,f 


83. Volviendo á la diferenciación parcial: siendo S fun- 
ción de 8;, Sa, Sz,». Sm, es evidente que, en general, las ds,,S 
habrán de serlo también; y que podrán, por lo tanto, dife- 
.renciarse nuevamente con respecto á cualquiera de las va- 
riables s; Sa ... Sm . La notación más clara para estas diferen- 
ciaciones sucesivas, es la de Cauchy: . 

DASS Aga S; 


81 S1 “81 


d. d. d 


81 S1 ga? ¡E Ass, ie 


d. 0, d.. $ =0 S. 


S1 “S2 “Sz' 818983 
Como 


4,9, =d5f(5,) (8, +08,), «> Sm) —Ñ8 y Sy == Smm)] 
=f[(s, + ds), (5, +45)), 83 Sm] —f[(8, + 98,) Sy" Sm] 
, —F[8, » (83 + 959) +++ Sm] FF[S, > 52 *- 5m) 
: = d,, [£((s, +43), 87-05 m) —F(8 y 897 *5m)]= 05, 0,,5 : 


el orden de las diferenciaciones es indiferente. 


p 
Y y 
E 


el orden de las derivaciones es también indiferente. 
Para éstas, parécenos también más clara la notación de 


; da 
DA De S — Ds. S , 
D., Da: Di S = D, ¿5 , 
D,,D, D,,3=D,»., 8 =D,.13; 


D., Ds, Ds, = Da,sas, 9 = Da,so5, 3 080. 


S3 $18983 828351 ? 


La de Leibnitz, en los mismos casos, es 
d3S 
== amina; ete. 
ds ?.dSy ds,dsadsz ” | 


Modernamente los alemanes han introducido la 


88 

D, S= Co 

- No le encontramos ventaja alguna, y sí el grave incon- 

- veniente de emplear el símbolo 3, exclusivo de las dife- 

a renciales que se denominan variaciones, de que muy luego 0 
nos Oocuparemos, y de significación opuesta. Algunos, para ; 

| evitar esta inconsecuencia, emplean, en vez de la a griega, 
lan OA Cuando convenga escribir la derivada parcial E 
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84. Aplicando las reglas de la diferenciación, pasare- 
mos de la diferencial primera (total) á la segunda; de la 
segunda á la tercera, etc.; sean funciones explícitas Óó im- 
plícitas. Como 'ejemplos, trataremos la 2= f(x, y) y la 
fe, y) =0. De la primera, sin En equicrescente á 
ninguna de las variables: 


de =D,,f.dx + D,f.dy ; 
d%=d(D,f) dx + Df. dx + A(D,f) dy + D,f. d?y ; 


y efectuando las operaciones indicadas, y reduciendo: 


d%= D,af.da? + 2D spy .dady + D, af - dy? + Df. de + Dif dy. 
A 

Diferenciándola totalmente, del mismo modo, llegaría- 
mos á obtener d32, Como no ofrece dificultad alguna, nos 
parece innecesario escribirla. Si x é y son funciones, á su 
vez, de otra variable común t, es decir, que la 2 sea (como 
ordinariamente se dice) función compuesta de t, dividiendo 
dz por di 


= 


Djs =>" =Df.D¿w + D,f.D¿y; (*) 


bh 


y la d%z por di?: 


d? € 
ADA na =Dagf (Dio) + 2D y f DD y + Da (DiyY 


4 + Df. Dip + D,f.D py 


De la 
a Dd : 
foc, y) =0; A AS (1); 
y, por lo tanto: 


(+) Si fuera de más, f(x, y, U, V,...): 


D¿=Df.Do+D f.Dy + D,f.Du+ .. 
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Diferenciando: 


D el [Dal de+D,2f. dy] —D,f[Daof. do +D 0 a, a 


(e) F 


e | A 


qUe, con la (1D), queda 


D,.f.da? + 2D soy dady + Dipf- dy? + D,,f.d?x 
D,,f a 


y, six es equicrescente (dx, constante): 


le na Def. da? rd LON ¡de dedy + D,af- dy? 

2 aa T | 
- y, así, las demás diferenciales. 
85. En los sistemas de n + 1 funciones con n escalares 
variables, del número 82, puede entrar con ellos, en una, 
en varias, ó en todas las funciones, un escalar ó número « 
que, permaneciendo invariable en ciertos casos, haya que 
- considerarlo variando en otros. Todos los escalares x, y, £ 
serán necesariamente funciones, no sólo del independien- 
te t, sino también de esta cantidad «. 


Se reserva la denominación de diferenciales para las in- 
- —crementaciones infinitésimas de los x, y, 2, y sus funciones, 


- porla def. A las que experimenten por la de a se las de- 
- nomina, desde el siglo XVIII, variaciones (5), y distinguen 

- con el símbolo funcional 3, en vez de d. | 
- Porlo demostrado, para las diferenciaciones parciales, 
es evidente que 


es decir, los subo lo) funcionales dd y 33 son conmutables. 
Como toda función puede considerarse formando parte 


-(*) Con Lagrange, en la generalización «Variación de los Paráme- E 


tros» del método seguido por Euler para la braguistocrona. 


5 


A ET AN a o ION! : 


111. 
de un sistema (desconocido) y en ella entrará, por lo me- 
nos, el escalar +1, que siempre podemos considerarlo 
como valor especial de otro (a) más general, cualquier 
incrementación infinitésima arbitraria puede notarse y tra- 
tarse como variación. 

Como ejemplo de variación de un parámetro: 


fe, y) = 2px — y?: 


dd == 20:00; dof == 2dx.bp 
¿ de def = df. 


df = 2p9dx — 2ydy ; 3df = 25p.dx 


86. Derivaciones sucesivas del producto de dos escalares, 
funciones de un tercero: 


AS 
T==Y.L£ 
2 =p(x). 


Aplicando las reglas, y la notación de Lagrange, 
TU =y2+y2. 
TI/ E y"z e 2y'2' b ye” S 
I]” EA y"z + 3y"z ES 3y!2" -- y2" A 


Hasta aquí podemos escribir simbólicamente, con Leib- 
nitz, 
1 = (y +93"; 


“expresando así, en el segundo miembro, que hay que des- 


arrollar por la fórmula del binomio y sustituir luego los 
exponentes con índices de derivación; teniendo en cuenta 
que al exponente cero corresponde la derivada de orden 
cero, que es la función primitiva ó sin derivar. 

Para demostrar que esa fórmula, 


1) 


ym — ye + nye=0g + al y «=D + ... 


(a ae EN 


| ya+o = e a (n + 1y0s Sn 


lo vemos, efectivamente; puesto que, por ser a para de 
derivada enésima, tiene que serlo para la (n +1). | 
-S7. Sien una función escalar, de varios escalares varia- 
bles, LY lr + reciben éstos, sendos incrementos, eviden- 3 
temente: ne e 


Aia ad =fa Los y ay y) dl 


No siendo menos evidente que la incrementación recibi- | 
dano cambiará de valor si suponemos constantes a de 
partida de las variables, x, Y, 2, ..., y llamando | 


buscamos el incremento, por la variación de u:; 
¿+ 40) YEMA, 2 ma, ..)—[f(0 +0, y + cn E 0) 0). 


Es decir, que nos bastará, para determinar el consiguien- e 
te incremento de f, aplicar la serie de Mac-Laurin á esta 
función compuesta, de la variable única Un Tenemos, a 
| ello: : 3 


Df. = Df + D,f.m, PD¿fo Math i De a e 
Daly = Dial + Dai + Deaf: m4 + +2) a 
Opt HD plo + Dm 

+ (Def + Dyef-m6, + Dgzf «m9 + «..)ma 

= Dep! + MD y + mo*D af + +. 42M, Da + mdd 
+mgD,..f + el eto. 


y análogamente, las demás derivadas. Con estos valores y 
- la serie de Mac-Laurin: 


af, yy 2.) =D,fa0 + Dyfay +Defa0 + +. 


A + ¿5 [Deal a+ Df Dafa + 

E + 9D, f303y + 2D, ¿£2yas + 2D, 20000] 
a a A 
e. 


| Para pasar, de esta serie de Taylor, á la de Mac-Lau- 
rin, basta asignar los valores Ax = x;4y =y; Ae =2;...; 
Mo =y=.e=. ds VE 

le 88. En una función cuatérnica, de forma cuadrinomia 
y de versores cuadrantes invariables, 


=S + x%4+yj+ek, 


AS 


de si los escalares 5, x, y, 2 son funciones de otros, podremos 
Me desarrollarlos con la serie de Mac-Laurin; y sus incremen- 
E | mos finitos con la de Taylor. 
-89. Si los incrementos son infinitésimos, y seguimos 
- Mamando 


3 ERA ll 
Ne - O E O 


O: 


y aquella serie de Taylor nos da 
3 e Y,2..)=d%[ D,f + D,fm, + D¿fma — ...] de ad E [Deaf D,¿fm,? 
+ D,fmo? + “o + 2D joy FM + JN + 2D,..fmo | 


gr Date A ad 


: .e.. P-PO CSCO9CLCIaágqO,|s.£.0U0000,:..1..0..0..0. .+./.00000./.:.0.n..0n(000050010000001.56000:<00070 0» 


Para la generalidad de los"valores que pueden asignarse 
: 


A 
vi 
y 
! 
4 
0e. 
194 
Ud 
Y 
Es 
mo: 
4 
kr 
eN 
3 
, 
ee 


» 


mie f +D,f.m + D¿f.my +. MO 


de 


Para aquellos valores a la tución crecerá Ó Ade 
serecerá con los incrementos infinitésimos de las variables, l 
“si éstos tienen un signo, decreciendo Ó creciendo si tienen 

el opuesto. | ll . 
Para los valores pe si los hay, Lo Yo a 0... , con. 
los que 


[DD Pies =0: 


ys * 


[U,.= 7 Dsl + Dial ls 


-Ó, abreviadamente: 


da? 
An 


Si P,=+0, vemos que el signo del incremento de la fun- 
ción es independiente del de las variables. Si P,>0, la 
función crece lo mismo con + de que con —dx; se dice, 
por esto, que pasa por un valor mínimo, correspondiente á 
los especiales, Xp, Yo, 20 -».» de sus variables. Si E <Á 0, de- 
A crece la función con la variación de éstas: pasa por un 
MÁXIMO. | NOS y 


Los valores especiales 0h Un Ebro quedarán precisados 


ade por las ecuaciones 


Df =D, f=D,f=...=0; 
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y llevados á P,, si no se anulan con ellos todas las deriva- 
das segundas, por su signo se verá si corresponden á míni- 
Mos Ó á MÁXIMOS. 
Si anulan á las segundas, y no á las terceras derivadas, 
claro es que el signo de (dx) transciende al incremento de 
la función, y no hay ni máximos ni mínimos; siendo condi- 
- ción precisa, para su existencia, que el primer coeficiente 
diferencial que no anulen corresponda á una potencia par 
de dx. El signo de este coeficiente, no anulado por los va- 
lores especiales deducidos de aquellas ecuaciones, será el 
- que diversifique las soluciones de máximos y de mínimos, 
- que se comprende que pueden ser varios, puesto que varias 
podrán ser aquéllas. La circunstancia de ser máximos ó 
mínimos los valores solamente se relaciona con las proxi- 
- midades de los valores dichos. 
80. Enel caso de dos variables, x é y: 


A A A 4 


Po = [Df + 2D), 600 + Dot 0423, y, 


que escribiremos, abreviadamente, 


(B+ Cm,)? + AC — B? 


: P,=A +2Bm, + Cm, = 6 : 


Para que el signo de P, sea independiente del valor arbi- 


trario de la relación EL = mM,,€s condición necesaria que 
AC — B2<0. 


Esta lo es, por consiguiente, para la existencia de máxi- 
mos y mínimos. Cumplida, 


De BROS O: P,¿<O, máximo; 
Sia 00 EN NO múnimo. 


91. Sila función es de una sola variable, bastará ver el 


e . AN 
dd 


qué signo toma la diferencia 


A Se da, eE dy ..») mas fo, Yo» al 


m ) 
n 


da 


n—m 


mo a Edx " + Elda? + E"da53 O 


Ñ (m - — e es par, y se anulan todos los de las potencias ix im- 

_ pares de dx, inferiores á la (n — m):n vemos que, Para Lo) 
el signo de df, es independiente del de dx, y, por consi- 
guiente, corresponde á un mínimo ó á un máximo. de la 
y ación, según que E sea mayor ó menor que cero. O 


y 


- EJERCICIOS DE DIFERENCIACIÓN € o 


. e 


93. Funciones explícitas de una variable. 


; 12 
¡las =(e— Jar. 
% a 
cet CAÑA 
se 2(a? — a?) é (a —atp s 
1 +22) (1 + 4a3) = 4a(1 + 3x% + 10a3)do. 
ax? — 2? l 
== [1+ a VE 7 
d cadiz NAS, Eibar AN 
. Amia 2 NE: 
¿Na a : Je a a 
Ei ñ | A 
dit V1=kwe A tes ET A 


WVi« 


= (1 + x%)*(1— a) + dee on 


4 


| € Tomados, la mayor parte, del excelente epitome (abridged) de los 
Sres, Rice y J ohnson. 


dí(x + sen x cos a) 


4 


d(sen x — - sen*x) 


E AN | E 3 E 
d(2 sen x secta) = (1 + ona e de 
sen x | cos! % — Bone 
l+tangx E (cos x + sen na 


d(w + Sh x Ch x) 


d(Sh x + de Sh3x) 


. 


1 


dí28h e Sch*a) = (1 + Ch? a)Schta 


SN | Ché e + Sh 


“TF The | — (Che + Sha) 


dx” log, x) 


d log: log. x 


d [Va — log. ea EN 1)] 


VIEx+V1I=w 


d arcsen (2?) 
d arcsen(cos 2) 
d sen(arecos a) 


-d arcsen(tang x) 


O boga ATA Ma O 
Pera rv = (1 — 2% — a) do. 


Sea te = (a? — a de 


d arcsen 

d arctang 

d arctan g 

d Arg Sh (2x2) 


d ArgSh(Th x) 


ds AA 1+ Tha 

ox Sy m(1 + x*) 
Cd ma a e 
d Arg Ch a ME cl vada Eco E 


e 


d (a? arcsen — + Vas — E) 


d Cor arcsena + V1 


d [(a* + 1)arctang e — e] O arctang 1.1%. 
dl arccos x 2 ato (1 2) ni a 


d (Arg Th x — arctang 2) 


X ' ae 
d (Are Ch e + arcsec +) 


aresen x O aroson 2 da 
d ==: Arg The A 


Via Ae da ma 


d = pod ¿o arctangx 40 ed + po arctanga da 


Funciones de más de una variable. 


y d 2 
d lo ¿tano — 
g g y 


Ak a+ E 


e de log. x dy-+1log. 20.108: y de). 4 
-—d [sen (ayz).cos (a +y+21= 15) 
= xy2 cosiayz) cosí(a + y + 2) da ca Elina dl 


— sen(aye) sen(x + y + 2) (de + dy + de). O 4 


95. Funciones implícitas. 


__ ylog.y(1 + xlog.x log, y — y 102. x) 


a xlog.x(1 + y 108: y 108.  — Xx 10Y. Y) de ÓN 
56 ay” —may=0m3 d ae ea das on 
o y y Ñ Y yA ge 7 


| cos x — sen 
LSOENY—yYSENL=M; + dy= LATA 
% COS Y — Sen x 


| sen +e% + 1log.2=m; | Ed 
Vo +arcseny +2 1=wm. 


gT1 cos a+ (22?) 


uy —— +04 


a 
is | Na a o 
MS > as at) 1 008 e ) a Y) El e dación 
ena dy | 


RUSIA 


AY 


CEN ¡2=r(0 — sen 0); | AN 
(Cicloide) dy =V/.2 dc 
| y =rsenver0. ¡Y A 


=(R+r)c080 100 (EZ 0); Mo, 
-(Epicicloide) | don 
| y =(R +r) sen 9 — r sen (EE o) ay ERA y 


=(R — r) cos 0 ++ cos 
(R — r) sen 0 — r sen | 


x —R cos 


edo y —KR sen 0 


PLPARB2 


x cos 8 -¡- y sen Y = ARA 


a* | y? =R?; 
(Hélice ordinaria) 


¿=CR arctang - «| dy 


96. Diferenciaciones sucesivas. 


d3 log. sen x 


d'[w* logma)] 


a a = (0% pole 1) de 


| ae a 


a3 esen x 


-d” (sen? q) 


E] 


Aaa (Sen a cos y) E e = sen x cos y da? dy?. 


. / 7 
N 


ca 
«6 sl | Al A ) | Es ¡ 
97. Indeterminación aparente. 


de E , 


+ 


(a? + aw + a) — (a? — ae + 2)? 


(a+ 2) —(a—ay' 
a(3x — 9qt) —a? 


2 


- 


0" 


SEA X— COS L 


sen 2x— cos2x—1 | z 
4 


log sen 2x | 
log sen x J0 


log (% — 1) 
tan ran 
sa JJ, 


ex A], 


[: SÓ 
amg —( Y pr 


TE 


: Sd 


ASS 


a 198. x 0 


ÓN 


Epa aya) —=20e'? 4 4g2) da dy de. 


0 


loge sen % 


T—Y%a y? 


Ms tang x 
O o 


T 
2 


SS 


sen 2xX—x: 


% 


20 + 3a? — 36% +12: 


e mA COUd 


mín. con 


(fc, y) = 2ra(0 +y, 


mac? =0 


(fa, y, 2) =x* 4- y 442% ASEO 
| 207 6 mín.” con =Y=2= Cc? . 
; yz EA e pa 


r 


2 mín. Scon x=0 
| a senty 
fa, y 2)= ARA 5" 


» 


FIN DEL LIBRO I 


pee 
ue APTA 
SEVA 


aa) 


A 
Y 


AS 


DEBE DECIR 


39 y sig.te Idem de 
Ax 


5 


a 
tercera y 
2 
cuarta 
dí 


nO 
13 5c+ — 100? + 1 
12 S 
6-1 Y 190 
8 n+1it 
y ep (1 — a?)71 
10 dx 
(er — 1)? 
0,5 
e 


ADICIÓN AL NÚMERO 39.—Página 46. 
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el cuaternio, potencia escalar de un vector perpendi 
- Ñásuplano. . | | 


CALCULO INFINITESIMAL-Libro /” 


13 
C B' v, 
B Pa DD? ES 
y SE 5% 
HA e dá 72 
X | e ds 
LS IS 
ps A ye 
> * e 
A X 7 
AN pe ' 
E 
0 Y 
Ua 
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o REGLAS Y PROCEDIMIENTOS 


99. Porlo establecido en la Lección primera para las 4 
AA escalares y su generalización, en el núm. 42 de la quin- 
ta, á las vectoriales: 


ke y —P= 2SAY; UA 2yAy +8; 


, P ] 
3% pp =X2d05  p=2MAp+0; 


De 


e 


y con incrementación infinitésima: 


e Mona +8B; 
> 3 Y , 
a (0) 

de : P 

A =V de +2. 


e 


00) 
f 


Si y es una función de un escalar x, y e de un vector $: 


O eN af 
Eo ' a Bt ANO da 
, | | E 

| a EA A 


- Llamando x, y Ey 4 los valores precisos y determinados 


20 (constantes) de las x y E en correspondencia con los e 
respectivos de las variables y y e las (0) nos darán: | | 


a) «des + f(p) 


pS WES de + f(6o) 
e! . | 0). 


Por la identidad de forma, consideraremos comprendidos | 
en la primera los dos casos (escalar y vectorial); dejando á* 


las variables y á las funciones dd é Í toda su generalidad. q 


Si conocemos la 


se pone 


POR Ús LO 


Esta Ñ se dice imdefinida. ' 
Como, por hipótesis, y = f(x): 


Úftoas=F(0) — 0 =1(0) +0» 


100. En un caso concreto en que se quiera determinar 
el valor preciso y,, en correspondencia con el x, de w, y se 
conozca un par de valores simultáneos correspondientes | | 


(2, é Yo), se tendrá por la (1): 


y =$ Poda + ly =Ne0)] =Ne); 


PAroE 


al Cn LS” 1 a 

£ y jad , AE DANA ' de AN ps AN E a AAA 
A A e 1 20% e e + 1 4 p ? qe ¡ DN 
DATA vi. DIA AS El e 1 o 1 o 
D ETE 5 Ñ m d ' 1038 y / da 
y t q r + 15d 


ES | ; 00 
y Li EA O 1% 
3 Ñ_Flgda= 1) — Ra) (2), 


que conviene muchas veces escribir, simbólicamente: 


| Oi 
201 we y Pa 
A E xq b A | Me 4 
la LA A, : i (00 h 
La integral (2) se denomina definida (entre los límites 
2% y %1). Si se invierten estos límites 
se. | Edd 
fojas = flo) — Re) =— Y Floja: 
pd Lo de 
- cambia de signo la integral definida. 
101. Cuando se tengan varios valores, precisos y suce- 
- sivos, de x 
xy , a , Xg ... XCn—4 , Cn 3 
es evidente, puesto que la Ñ es una suma, escalar Ó vecto- 


rial, que: 
A 


También, y por la misma razón, lo es que, si A es un 
factor que no varía con x, 


Y Ar (odos == A Ñ Pajas , 
(a) | 
| $, Ardo UN ff exa. 


h Y que 
Ñ [Plxjdx + y ns ..] = Ñ F(o)jde + hordas Adal 


IO li (ajdxa + e (ajdx +. A Elda E S. $ (ajdx + .... 


desd 102. 
y do del conocimiento de su elemento 


Falda, Mi 


se reduce á determinar á qué función f(w) pertenece esta 
diferencial; Ó, lo que es lo mismo, á qué función primitiva, : 
que se dice, pertenece la derivada f'(w). Esto en el caso de 
no depender la y más que de otra variable x. ÓN 

103. Enel caso de u = f(x,y,2,t...), hemos demostra- 
do en el núm. 81 que 


du=df + d f+di+df+ 


siendo condición precisa, por lo tanto, para as una expre- y 
sión diferencial 


. a 
q 


fi(e,y,2 ... da + falo, y, 2 ..)dy + falo, Y) 2 0) d2 4 a 


eo pueda corresponder á un elemento diferencial 


MU: = 1 MO, UA) 


que tengamos : ' 


fi =Daf ; fe =Dyf ; fo =Dof; ... -(D. 


ón Para comprobar esta condición, no conociendo jla foc, 
1 y,Z ...), podemos eliminar su característica, aplicando la 
| propiedad de la conmutabilidad de las derivaciones parcia- a 
les; por la que: 50 


Dif = (Dayf = Dial) = Dif 


D po My = Def) = 


(2) 
Dif , 


A O E O OO ESTA 
e AO A CONOS 
p A É PO pS L k » 


> a ) 135 


Como las f., fa, f3 ..., si las conocemos, al comprobar las (9), 
podemos asegurar que se verifican las (1); y por consi- 
guiente, 

D,f.dx= fido. 


Integrando indefinidamente, y especificando la variable 


sobre que opera el símbolo Ñ por medio de un subíndice, 
; ADA. de = Arucas = f+[C. = e(y,? -..)1; 
y, por lo tanto: 


MEC Usas) ruda +7 Os (3). 


Para determinar esta Cy = (y, 2 ...), derivando con rela- 
ción á y: 


D,f=f) =D, Ñfido — Dyo(us2 -); 
y como consecuencia 


D,(C,).dy = 0, A f, dee — faldy. 


Integrando con relación á y: 


Cy = ADD, Nro do — faldy + [Cay 0200) 
que transforma la (3) en 


1 Arias ÑO, Aria — fdo 01: 
y, de ésta, 


Pi = ÁDir1 de = — (D,f = fajdez 


+ Sol Srs | Nro La 1 [p,, Sao Jay Jaz+ dun 


mo AN nado hasta llegar 4 una independiente 
- del todo. A 
Enel caso éste, más general, la integras viene á ro7 
- ducirse á operaciones de la forma 


Yoco; 


y” 


2% 


y el problema á hallar la W(«yz ...) do que pueda ser dife- a 
rencial parcial 
play ...) da. 


104. Integración inmediata.—Por las diferenciales fun- 
_damentales, números 19 y 21, y las transcendentes de los 
56, 59, 63, 64, 65 y 69: 


SaN feos a de = son x= + 0; 4 Ñ = sen x, — Sen xp. 
R E *Xo 


ad 


el : %; 
Ason da =— cos x + C , = COS Ly — COS X,+ 
a : pa 


5. 


$ s Li xd 
(tang %.secx de=secx+0; Ñ = SOC XL, — SOC KN. 
An , Lo 


0) Si (m +1) +0. 


tanga 0; 000. = tango, — tang Peras 
| da 0 


cotx.cosecada=-—cosece+0 ; l = COSOC Xp — COSCO/Ly o 1 
Lo A 


NA cosecte da =—coto+ 0; = ot xp — cota, . A 
" : : de A 
Shade =Che +0; LU 0 

AN a | 


Non ede=She+0; A E 
q , d dd y o 
A y A 
None da=Thxe +0; = Tha, — Thx. 
Non de=—Cihe+0; = Cih a, — Cih a, 
%1 " 
= Sch %y — Sch x, . 
Co Ay 
Sci xOshede==Cshe+0;  ( =Osho, — Cshx,. 
DS de 
21 AU 
= arcsen «+0; = arcsen x, — arcsen xp. 
| ha 


A 


=- arcos xa +0!; = AICOS Ly — AICOS X,. 


Vat — 1 E 
— arccosecx+0'; 


= arcsec x + 0; 


ia rg 
do 
ves aja 


—arccosver a + C”; 


= arcsenver x + C; 
18. 


'- da 


1+%a 


arctangx+C; 


— arccote+0 : 


—— = ArgChx+0; 


e 
Val+1 


= ArgSha+0; 


o 
e Are Tho40, 
a =Arg Cix +0”; 
92. 


a a e —Arg Sch «+0; 
' ay 1 — a? 
03. 


Are —-—ArgCsh +0; 


14 


Á = Arcsec X, — ATCSOC Lp - 
Lo pS an ' Se 32 


= ALCCOSEC Ly — ALCCOSEC Ly - 


Dee: 


21 ¿ e De 
l =arcsenver x, — arcsenver Xp - 
Co p Aa ¡e 


4 


=ArCccosver x,—arccosver e, 


%1 
Ñ =arctang x,—arctang xp. 
o " 


= arccotx, — arccot x,. 


xo 


a : : 
Ñ pa Arg Ch x1 — ArgCh xp. 


21 y A cd 
Ñ = Arg Sh x, — Arg Sh xp. 


o 


we 


21 ¿ 
Ñ = Arg Th x, —Arg Th xp. 
Co pa 


= Arg Ct x, — Arg Ct oo . 


o / 


vw ; 
Ñ Arg Sch xy— Arg Sch x,. 


1 


Ñ =ArgOCsh xy—ArgUshe. 


o 


A 


1 


AA, BS ADA ANA ll 1 , TARA MI DAN RIA OI A Ki 
+ E PA ' A O E COS: NES STEREO Med IEA 0 y 

e PATA A 07 1... Y > MA EY 4 E q 
e: ao do Ml de caÑE A € A PIN SL % f 
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24. 

dx 1 y 
—===—= Arg Soh x + €; Ñ = ArgSuh x,—ArgSuhxo. 
V (e + )200 o 
25. 

do vi, 
————= Arg.Cuh x +; Ñ = Arg Cuhx, - Arg Cuh xo. 
V (a — 2)w ma 


Como ejercicio útil, todas estas definidas, hiperbólicas 
inversas, se escribirán, á continuación de su forma hiper- 
bólica, en la logarítmica correspondiente, efectuándose la 
reducción á un logaritmo único (núm. 0). 


26. 


yo 1 log, C = log, (O Ni | 
o 08, + 086 e 08, ( de): a 08. a 


27. 
2 e ra VE 
Ya“az = a +0; Ñ A A 
log, a Lo log, a 
28. 
2% is oy x 
Ña A HOg, aa de=x +0; =%,  —%" 
Xo 


105. El problema general de la integración se reduce 
á traer la propuesta á una de estas fundamentales conoci- 
das, valiéndonos de dos procedimientos que se deducen de 
los de diferenciación, además de los (a) y (b) del núm. 101. 
(c) Por la regla del núm. 13, para efectuar la 


Y =Ñflo(), Ya)d, 
llamando 
qu); de =9(u)du 


p(x) =u | 
Flo), plx)] =f,(u) ; 


- que, si es de las conocidas, se integra y restablece luego la 
- variable primitiva x. Este procedimiento se dice a cam- 
E bio de variable. ' 
(a) Do las fórmulas 4.? y 5.* de num. 19, 


d(u.v7*) =du.v* — udo(v72), 


du.v) =du.v + udv, 
- que réalmente son una misma: 
udv = d(u.v) —du.v; 


a ó integrando indefinidamente por la regla (b) del núm. 101: 


hueco =u.v+C— him. Ñ 


que si la (du.v) es de integración conocida, resuelve el 
problema. La constante O puede omitirse, suponiendo que 


A se suma á la que ha de dar la fa. Este procedimiento se 


. denomina de integración por partes. . cs y 
La regla (a), por su evidencia y uso constante, no merece 
- considerarse como constitutiva de un procedimiento espe- 
cial: viniendo á quedar éstos limitados á los de descomposi- 
ción, cambio de variable, y por partes, que aplicaremos á con- 
- tinuación á las expresiones más frecuentes. 


IAE-FRA “Ie RAS y > ye 
. . 7 >: E be] AE ' 


LECCIÓN 11.* 
DESCOMPOSICIÓN Y CAMBIÓ DE VARIABLE 
106. Diferenciales algébricas enteras: 


E + Aya + Aya” +...) de = 


A fdo +A, fra + Az fonda +... 


A A 
pa m-+4 1 mi+1 2 mot 1 
TO o ; om ep totes 


107. Diferenciales algébricas fraccionarias: 


(Enjao= 5(2 +22Jan= feas + [22 ds 


Siendo P, P,, Ps ... polinomios en x (Pm de menor grado 
que P,, ). Para la Í Pao basta O la descomposición del 
número anterior. Descomponiendo, cuando se pueda, el po- 
linomio P,, en sus factores de primero: 


= aa — r, Mo — rola — rg) ... (1 — rn), 


en que 1;, 7 ... 'n son las n raíces de la ecuación 


¿Pa Ayer HA A 


(a — r Mo — ra)... (0 — rn). 


A A E A 
(a Pr ri) Eu (oc Sra Yn) 


| - puesto que, quitado los denominadores, pasado todo al se- 
- gundo miembro y ordenado, nos quedará: 


| 7 (B, +B2+... + B,—Ay)a"”* + (c1B, + CaBa + «.. CaBn — Asar=24... | 


+ e 00B, + c¿00By +... co 0 0B, — An =0; 


que se verificará idénticamente, determinando los valores 
de las n constantes B,, Ba... By por medio de las n ecua- 


ciones 


Bi + Ba + DAS 
cB, +c,Ba + «+ cn Bn= Ag; 
ce 0B, + ca" 1Ba + 2 + Cc. "—10B,, — pe 


Ñ Si hubiere raíces cuatérnicas (que habrán de ser conjuga- 
- das) las r, y Ya, por ejemplo: 


1, = 0 Bi; 


r9 = 0 — Bo; 


y se quiera tener la descomposición exclusivamente. en es- 
calares: 


+ 


148 


Si la fracción que descomponemos en sumandos es esca- 
lar, y los demás sumandos lo son, este quebrado último ha- 
brá de serlo; es decir, que necesariamente ha de llegarse 
para las constantes B, y By á dos cuaternios conjugados 


B, =% +81; 
B, = 4, — Pu? ; 
y por lo tanto, 
B, AS e O 0, (a — a) — B,B DN Mx +M, 
e—5r, a —ra  (ao—aj2—p  (a0—a) + p2* 


De haber raíces dobles, podemos considerarlas como dos 
cuatérnicas conjugadas en que se anula el escalar del vec- 
tor (8 = 0), para ellas la descomposición habrá de ser en 


Mx + M, 


(ap 


siendo « la raíz doble. La anterior no es posible: tendría- 
mos n ecuaciones para determinar (n— 1) constantes dis- 
tintas. 

Con multiplicidad mayor; en 


Mar” 1 to Max" 2 + ... M, 
(a — a)" 


Si el par de raíces cuatérnicas conjugadas fuese múltiple, 
la descomposición no podrá pasar de la 


0 it + Mx?" 2 + dd Mon— 
[(oc — a)? + p*]" 


Todas estas constantes escalares (M, M, ...) se determina- 
rán del mismo modo que las Bj, B;...; y, en resumen, lle- 
garemos á descomponer, la primitiva, en integrales de una 
de estas tres formas: 


Esta última ya veremos más adelante cómo puede redu- 
- cirse á formas de integración inmediata. La antorler las to- 
a .mará con el cambio de variable ) : 


CU=Y; =0au+y; dx = dy; 


108. Ejemplo numérico: é 


at — 4x +2 


Y =/ AT de 


- Descomponiendo la fracción: 


3x? — dex 1 2 A 
== 00 ELO 


: 0 que, quitados los denominadores, queda: 


30? —4 + 2=B, [0 — 4045] + Bale? —(5— de + 32) .o 
+B le 64 ia 32 + o ko 


ió o | : : 
"SB, +3(2—0B,+3(2+0B5=2; | 


- Claro es que se abrevia haciendo, como es indispensable 
de haber raíces dobles, directamente: 


ss pio Bla deL 0) Y Qe LM) 


- para obtener las tres ecuaciones: 


h | BB 4M=3) 
E: AB F3MAM, =4; 
d8 BS Mia 9.! 


De la primera: 


y M=3—B,. 
Dela tercera: 
Ñ : 5 2 
y y M; O 3 B, PGE . 
' Llevando estos valores á la segunda: 
ñ 5 2 Y, 9 17 
% PA LA O ao LL col A EDS 
4 ( : 3 7)a, ATA 3 37) 
y por A ieara 
, M OR O, M, = CO . | 
10 


Id e EA 
22 Jx-3. 2 J(x— ar? 


Tenemos 


da | 
1 + (a —2)? ” 


* 


cambiaremos de variable, haciendo 


¡RU HH 4, 
(% —2) =u | 
da du; 


udu + 2du él muda. dl y 


le Eo 1l+0u AAC pa a 


102140) de oe an ÓN 
y AL ne Viha = y log. (1-+u*)+2 arotangu-+0 


- y, restableciendo la variable x: 


Y, = 3 log.(0*—4e +5) +2arctang(a—2) +0. 


Haciendo el mismo cambio: 


10/94 
A oa 


y [IT 10g.(v —3)— < logo (at—40+5)4 


, 


+5 arctang (u da 2) 0. de 3 


(Ax + Bix 
l+a ? 


puedo oO inmediatamente, por descomposición, del 
mn odo siguiente: 


e Log. (1 + 0% +Barctangx +0; 


con el inferior: 


Y = — Logo (1 — 20) +. B Arg Tha: + 0. 


costx +sentx=1, 
CHx— Shix=1, 


tanga =sectxw—1; 
cotlx = cosecóa —1; 
UN Th*?x=1 —$Sch?x; 

9 | Cih2x = Oshlx+1; 


5 «0 
A 


obtonióndoso, con ellas: 

ñ Sang? ado = Ñsocz e da — ho =tangx—x+0; 

| A Ñeote da Ñeoscc? x da -— (ao = —cotx—«. +0 : 
rre x de E ao =- ch wo de =« — Trnx+0; 


Gone e do ÑO 12 a de + fdo =—Ciha Ho +0 i 


forma 


- siendo 


a quedando, con él: 


Y =Ñfanjda = ar Úragda = aF() +0, 


- llamando, c como es costumbre, F(u) á la primitiva de que es 
derivada la f(u). Restableciendo la variable x: 


Y = a EF(ax) + €. 
112. Ejemplo: 


dx 


Y o 
) V 22 +x 
llamando | 
i 2dx =du ; 


¿ 
» ; 


y, con este cambio, nos queda: 


Y = l gue = Arg Suh “+ O. de | 
-— JVU+2a | a 


Restableciendo la variable %: 


Y = Arg Soh(2x) + C; 


di 


ai 1d (Ve+Vo+1)+2 log. 0 = 


-——Análogamente se obtiene: : 
ÓN ————- = arcsenver (2%) + C = — arccosver (2x) + 0?. 
100 Vo — a? 
113. Son también muy frecuentes las 
Do ñ doc y 
- que pueden escribirse: 
Y > dl u=-= 
0 a 
pe 


| EY. nos da el cambio, con las tres combinaciones escalares de | 
los signos: 


= arcsen --- + C= —areccos — ca: C!; 


= Arg Sh— +0; 
O 2 o 
0 Va? + x 


o AS E — arg 040. 
14, Vat—a* 


A OS 


NA 
OL 


que, considerando como variable 4¿“=uw, nos da, con el 


OL 
eno superior: 


Y =a”!arctang z +C. 


- Con el inferior: 


Y =a7! Arg Th ¿+0 E (2 <a); 


— art Arg Cin E +0 (0 ar 


y, si llamamos h? al valor absoluto de 4a2c +92: 


27) 


Ñ , En ed CON ya s se ve ; que el cambio quo es elec 
tuar es el 


AO h h 
E e o 4 = —_ . 
ax + Sa da »* dx = UM; 


que transforma la Y en ON 


Di a [41402] Vilio 


de integración inmediata. 
MAS. Con idéntico trinomio en el denominador, pero 
sin radical, el mismo cambio nos da: 


a A a: Ni 
+W0al+be+4c hoya? 


3 de arraGión conocida. 
146. Cuando el trinomio (de segundo grado en e, Y 
bajo radical cuadrado) entra en una fracción algébrica, 
multiplicando á monomios cualesquiera, lo más convenien- 
4 te es un cambio que haga desaparecer la forma irracional 
EY lleve la integral al caso del núm. 10%. Si el coeficiente 
- del término en x*? es positivo, nos convendrá, para ello, el. 


0 Ñ 272 Y 
ly" aa +bo+co=|arc+--)]+0u; 
y 2a 


a valores que transforman la fracción en otra racional en w. Si. 
el coeficiente de x? del trinomio es negativo, haremos: 


V— aba += cam. 
d 0 A Elevando al cuadrado y reduciendo: 


_b—ax= 24 + uo ; 


de la que 
b— 204 | 


Tai? 


y, por lo tanto, x,c +-xu, y dx son racionales en 4. 
| 117. Una integral que se presenta con A tro- 
| cuencia, esla 


ET fo V + A 


exponer, para racionalizarla; pero nos parece preferible, 
como ejercicio útil de transformaciones circulares é o 
_bólicas, hacer los siguientes: 


En la ' 
Y — War + mw do,' 


x=mShu; Y = 


an ct 


de =m Ch yu du; Va? + m2 


- y, por lo tanto, de | En da 
De: | UN 
MS 2 Kon». m? o 
SN Y = m3 Y Ch? y du = EG [1 += Ch(2m1du A Ara 
E Me | Mo 


2 2 E 
0 = lu SB] +0 = 22 [0 + Shu. Chu Y O. 


4 08 
-—— Restableeiendo la variable w: A 
do a 
k zi m2 x as e | k 
a A +0 de 


=> [we Arg Sh — + % Va 4 me] + O 


y -. e . 
6 enlogarítmica: 


Sve + mé de = ¿[o log,(w me Va A m2) + Va A mi | C!. 


Con cambios análogos, llegaremos á 


EN 
0% 


va — m? de = 5 [me Arg Ch — + x Va? me | +0 


= Dl m? log, e q Va — ma) +wx Vaz — m?] +0” (a); 


28 > . - 
y, en la circular, á 


vn — x*tdxe = E [ ne Arcsen -,7 + % V m? —ar | +0 


0 


1 e 
No” [- m? arceos —— + Y me — az | + C”. 


a 
Wal 
y 


E La (a), puesto que 


- log; e + Va — m?) =108» 


ES log: 


a+ Va? — my 


1 E Va? —m? 
m? ' 


hm 
Me 


1148. Para racionalizar expresiones algébricas en que 
entre un radical cuadrado, con binomio de O sudo 
- basta el cambio 


Var ba: 


1419, Por cambio de variable podemos tambión integrar A 
las circulares é hiperbólicas in 


Je 


ftangado =$ En212 — feo00  1og4cosa) + 05 


COS Y COS XL 


Ñeot a do qn — Í disen x) paa Jog (sen 2%) pla: a ; 
sen x sena PO 
Ñrn a de. = E = log¿Oh x) + O; 
Ch x 


Ch x da | 
hc eari== NG = logSh x) + 0. 


170%. Por el mismo procedimiento: 


2 sen Cos tan E , 
O Li) 


= log. tang ($) +C. 


e a A 
Para traer á esta forma la Ñ vos” bastará el cambio 


x 


ESTA u” 
2 


do rd du 7 x% | 
A A o tanolt a o : 
$ Cos x $ sen y na tan 4 2 ) Ada 
- 12L Siendo m impar, para la 
Y = fsena.cos e. do, 


el cambio conveniente es el | e 


M0 | cos”. =1— 4%; 
sen x= 
1 cos x de = du ; 


puesto que la transforma en 


algóbrica racional y entera. pa camento llevaríamos á 
esta misma forma la 


Mi Ñeos" a.sen"x da. 


122. No siendo m impar, el cambio anterior nos sumi- 


nistra la 
m—1 


X= fra A de, 


caso particular de la diferencial escalar, que se no A 
q nomía, de 


9 A | lar” + 6) (c); 


n la forma (6) con ol cambio 


m+1x—1 E 
MO ) a DA 


0 En la (00, con el 


- Vemos, con las (0), (c,) y (ca), que las condiciones de inte 
.grabilidad son una de las tres siguientes: o 


LECCIÓN 12.* 


y 5 y 


INTEGRACIÓN POR PARTES, 


y ln A 'e a 2 
OS FÓRMULAS DE REDUCCIÓN 


123. Por partes.—Este procedimiento, aisladamente, O l 

h o con los dos anteriores, es de un uso casi ince- 
- sante. Lo aplicaremos en primer lugar á expresiones circu- 
- lares é 'hiperbólicas directas. 


“A 
lo 


— sen xcos x + Ñeosto dx = — sen x cos + ÍU—sen*a) de RU: 


—senxacosa+o +O0—Y; 


por lo tanto, | | 


x% — SON X COS LX 2x — sen (2x) 


z a o io 


ES fa — sen?x) de = xx — Úsonzao da 


qe E ao. 


| a , SM2, ) — da 
una des HS u (20 — E 
| 4 
Ñ pe _ Siga) +2 E 


4 
Como consecuencia, obtendremos las 


4 — sen(4x) 


de 2 .cOS2x dl. = + Nsonxo AA E 
A Nson costa de = 3 n1(20)4/ 2.) nO 


— de + Sh/4o) 
a 


1 
Ksntx.Chtx d => 20142 
Ñ % a da $ Sn*(20)d2x) En 


y 


TW “En las logarítmicas, simples, ciroulares Ó hiper 
“bólicas, aplícase también la integración por partes: 


cb 


| Ñ logar. da = log.x.x — (E e = xw(logso — 1) C. 


ROD: 0 == log. — 


+1 


mA y OS 


q +1) 


ox da 


v1 e aio 


a arcsen x + Y 1— - 02) 4 


aresen x.de = x.arcsen x — 


AN 
A DÍS 


x arcsen e | 11-202 4 0. 


w. Arg Ch a — 


A: Ñarosoo 20. de = x0.areseca — ecc 

M: ¿Va 1 | 
y | = x arcsec o — ArgChax-+C. he a 
; Yare The do = a Arg Th x — y A : AN 
he. dao | A 
AN 1 9 Ñ 0 

E. > 2 Arg That 10g41— e") +0 “Led de 

ñ Le 1 | A 
. ás da 1. tete +0 ÓN 

; =L 108, [(1 0er xa] +0. ' 
Dd Ñ 


9 125. Y en otras transcendentes mixtas, como las que 
- siguen: | | 


MN, = Ñetcos a de =e".cos x + Ye"sen x da =e'cose + Y2+C, 

NX == ÑeTson a da = e” .sen a — Ñercos ade =esenx -— Y, +03 ÓN 

Resolviendo este sistema en Y, 6 Y: | LN 

p0 A ad 

' ; z 1 2 de y 

e AS Ñ cos a da: EY (cos x + sen x)je” + const. DAS 

E 1 
Y, = Ne isen xa da = pa (sen a — cos ae” + const. Ar 

Ñ | EAN 

126. Cuando no se consiga inmediatamente llegará 

una forma de las conocidas, podrá lograrse con sucesivas 


- integraciones por partes; ó, cuando menos, á integrales más 
pa 


7 E ¡0 
4 sencillas que la de partida. Denomínanse, las fórmulas que 
y SI 3 ó 
así se obtienen, de reducción. ÓN 
y e DN a lA 
_ Sea, por ejemplo, la de Je 
Mo feta =x0"e —m Nededa O 
pd 
DD di 
[54 


E A e j Poio 3 Na E NES 


oe 


Y = eo" — ma” 4 mm — Dam a A Mod 


Si, siendo m positivo, no fuese entero, agotaríamos todos ! 
los contenidos en dicho número, reduciendo en lo posible 
- el exponente de x. Con m negativo, nos convendrá la otra 
- agrupación de factores, 


—m-+1 AA 
LEN TM A ES L Ñ —m+1,2 
xx =Y eo da) = coran CN a teda, 


- llegando, si m es entero, hasta la 


a 
EN a” 


127. Reducción de las binomias.—En las 
EE harias" +b)Pdx ; 


aquélla ha de procurar disminuir el valor absoluto de los 
exponentes m y p. Completando la diferencial de la poten- 
cia p, podemos escribir: 


MNR 
aa! Y dde = A (aa? + DP (0 + Da aaa]; 


(p + 1)ma 
y aplicando la fórmula 
at 


a (p + Dna 


0 os Y, = Qt (aa e 072 Hao | 1D: A a 


- Esta fórmula (A) nos convendrá usarla cuando p sea ne- 
.gativo y los signos de m y n sean los mismos. Sim —n +1 


E ñ 
al E ñ Ú NY * e 
£ 


) es cero (que si lo fuera no había que reducir, por ser in- 


5 

la: 
7 58 ñ 
A 


- tegrable), despejando la Y,, y llamando p+1=p,, mM—N=M 1: 


e Mee MA prom 
NN m; n b PA, == Law” +.) ds —__—_—_—— 
0 le Ae m, +1 
E A Narra ETA AN 
> mi+1 


Esta (2) se utilizará cuando p sea positivo y los signos 


- cOmO sigue: 


O AAA ACA 

4 e (d far” +0bYPdx—b Nros" +bD?Pdx. 
Pasando la primera al primer miembro: 

3 ( di pr (a pyrEl mon +1 

S O (p + Dna 

hb. y 0 110 


Nerón ax” + bDi?dx; 


(p + Dna 


oy despejando, si el coeficiente de Y no es nulo (que de 
- amularse es integrable): 


PS 


E | Y (axn” + b) p+1 y y — +1 
h. ds a(m +1 + pnm) 
Ñ ¿Se da dad Qi 


an Piasr” + hy? do (3); 


EE am>+1+m2p) 


ei 


8 


es del mismo signo que n. En el caso contrario, despejando 


- dice, por innecesario: 
Ms 11 


dem y n opuestos. La Y, de la (4) puede descomponerse 


la última integral, con m —n =m, y;quitando luego el ín- de úl 


- fórmula que sin alterar el exponente p reduce el m cuando 


- Para reducir exclusivamente el exponente p, a posi- 
ÓN integrando por partes la integral (Ya) del o 
miembro de la (3): | 


q m—n +1 E E py? IN pna 


m—0n-+1 e Ñ dia a a : 


IRA 


uy este valor transforma la (3), efectuadas las reducciones 
consiguientes, en: 


(ax” + b Pot pnb 


0 A 
m+1+wm0p0 m+l+08p 


farias” se py de | , (5). i 


(ax” + aer 


Pad (p +- 1)nb 


o A a 
ER ra RS a (a +)" dx (6). 


128. Como ejemplo, integremos la fracción á que se 
da llega por descomposición, en el caso de dos pares de raíces 
cuatérnicas conjugadas (núm. 107): a 


Ma? a 
ma $ a + No PRO 


[la — a)? + B?]? 
Si se cambia, haciendo: 


—o=fy; .=a+ By; | A de=fdy, 


o Hamamos PEN 
0 ydy | 00 
4 M pac : Sie 
A | UN 
PM EN yrdy o 
: ee e RI o Mo 
NN $ ñ E / 
¡a 3Mx2 + 2N4 + P y dy qe 
p p2 (1 + UA AO 0 e 
. Cy MP4 Pr +0 pu Do 
N | IA DN EE (1 73 e > Ru in A 
se tiene: ¡ 
A o o io 07 


Para la integración de Y, convondrá aplicar la fórmu- 


pela (A): 
(ye 10 ta $ 2y dy 
yt? 


he e + 1)7%dy = == 


y, por consiguiente: 
l 
a | 00. 


Y Y, =T— 1 log2.'y? + 1)? -— —— 
1 9 [los y* +1) A 


Para la Y, como 
1 
+ const. , 


y di 1 

2 == 1 2,7 24(1 CAU 
3Ma2 + 2Na + P 

Y, =- E. 

, 281 + y?) sl 


La de la Y, podemos descomponerla del modo siguiente 


Ne: Ñ y?dy =[ (1 + y*)dy EN dy ] ' 
E EY POE aj a E ya (15 ya 


Ahora bien: 
; | Ñ 7 dy = arctang y + C. 


SS nd 


9 Para la da quo es de misma o : L Y, 
- fórmula (6): 


21 A 


ÑA + yey=tdy =— 


: 
=+ [27 + arotangy | +0. 


DS - 
| Llevando estos valores á las Ya é Y,, y restableciendo :A 
en todas la primitiva variable, con 


MEE x—a 


8 A 


- 'Obtendríamos el de la Y. k 
he 3129. Por desarrollo en serie.—En el núm. 38, al deter- -4 
E minar el argumento de las líneas hiperbólicas, vimos ya 
- cómo se podía integrar, determinando la función o E ; 
va, por el desarrollo en serie de Mac-Laurin de ella misma. 

También se puede integrar, partiendo del desarrollo de la y 

derivada: DE 


(0 04TOF EMO Fdo 
que nos da 
fos = fi0) foto +00) E de +f(0) = Se AE, 
= 100-0410 LO FG 


- Del mismo modo: 


Íaa"as= 10) + 100) 
qa 7 a+ 


A A q 


¡e (Como ejemplo, la A CroIaOS á dn integración di 


4 


e 


lae”. ade. El desarrollo de e” es 


a | 00? 
e ali ed E] 


(E J md a—3 AN a Te Ed 


A 


, por lo tanto, 


a 1.3205 dl 1 Da 
218 2.4.5 2 


A, 
hn 


Fs Mn e pa a . y 
arcsen »=Ñ (1—a2) A A A 0 
; 0 E 
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MN [INTEGRALES MULTIPLES . 
de DIFERENCIACIÓN DE INTEGRALES 

3 132. Integración dentro de una Ñ. i 
En la. 

Ye. Í ar h 

ho P : U = y da fio, y) , 

¿e ada 

E 


d: siendo y ind nonionte de x, puede suceder que Fo, y) pro” 
y - venga de otra integración en y tal como 


Yes 
fo) = Natie y). 


- La U entonces tomará la forma: 


= Sas Sa f(x, y). 


- Sienlaf, entra otra nueva variable (7) independiente d 
las dos anteriores, esta f,(x,y,2) podrá á su vez provento 
der una integración en 2: 


fin a= | la yad; 


“se tendrá la integral triple (que se dice) 


y 


e Y 2 : 0 EN : Sal cn 
= Y do Vd Ñ de fala, y, 2). Si 
gzva  yUb ¿UC 


Si en fa hay otra variable independiente ty lo 


A AS 
falo, Y, E, t)= Attalo, Y, ?, t): de 


la integral cuádruple 
¿pr? y Z É A da 
DU Ñ do Ñ dy Ñ de y ae faloc, Y, 2, 8). 
Va yUb 200 í0¿ : 
- Y así sucesivamente. | : 
133. Estas integraciones multiples ó sucesivas. no son 


Otra cosa sino el proceso inverso de las diforenciaciones - 
- sucesivas, comprendidas en la expresión 


fa(, Y, 2, t) = aa Days 0). 


- Asícomo en las diferenciaciones era indiferente el orden, - 
- por la frecuencia con que en las aplicaciones se presentan 
- estas integrales múltiples, nos conviene dejar establecido 
- que también es indiferente el orden con que se in ¡ 
_ pudiéndose escoger el que Ei las operaciones. Lla- 
memos | 

Y de Nay ni 
204 yUb 

a) 
Y z 
Á dy Ñ de fio, y) = V 
yU0b TV a 


j —Derivando la primera con relación á áxo ty la segunda € con 3 
relación á Y: 


Me Ñdy fi); 
yYb Do 


= | de fte y). 
LU 


Volviendo á derivar estas derivadas primeras, con rela- 
ción á la otra variable: 


eN Luego: | 
Ñ D,(D,U).da = d,(D,U) = fit, yde =D,¿(D, V, de =d(D,V) (2). 


2% Integrando en x, desde «a hasta q 
mo Do] se NA (16%, ya =D, V — Do 


- Multiplicando por dy é integrando (en y) desde b hasta y, 
como por la independencia de x é y 


eo [ Na], 
E omo, (0, 01 )- 0 Norton 
3 o) 


róniendo en cuenta las igualdades (1), las U y V se anu- 
A lan con los valores especiales x = a, y =b, y estas últimas 
“$ 1 igualdades quedan reducidas á las 


8 U= Ñ ay Vasf(my)=V 
f yUb 0 a 


- Pudiéndose invertir el orden de dos integraciones cua- 
- lesquiera, claro. es que podremos, por sucesivas inversio- 
_Des, ordenar como queramos las que haya que efectuar, sea 


- tándoso de integrales definidas de límites de cualquier na- 
- turaleza, el orden de las integraciones es indiferente. 


cual fuere la multiplicidad; quedando demostrado que tra- | de 


mos indefinidos los Holitas monda do las Pr en 
e de las en y; al integrar indefinidamente la (2): 


D,U + (9,21 t...) = Jas fu(00,9, 2, ta); 


- puesto que la constante indefinida en la integración en a 
- podrá ser, con toda generalidad, una función indetermi- 

_nada de las demás variables. Multiplicando por dy é inte- 
- grando en y, también rn tendremos: Da 


10 Aras. Jdy + V(x,2, t...) = A Sao íaye.)=V. 


Es decir, 


U+ 9(y,2, 6...) + Vío,?, ba.) = v 


Si la integración en x= fuese definida (desde a hasta x 
continuando indefinida la en y, para x =a: U=0, Y == 0) 
esas dos funciones tendrán que satisfacer á la condición 


D(y,2,t...) + Tía, 2,f...) =0 


ws. 


pero tampoco se anularán. Esta condición, transforma la 
última igualdad en: 


V =U-+Y(x,2,t..., — Vl(a,z,t..) . da 


134. Diferenciación de integrales.—Siendo la diferen 
- ciación y la integración operaciones inversas, claro es q 


has frida Koda. 


*x 


Como la integral definida k Hac)da, si á Y la dejamos 
| | siga dd 


y 


determinada (expresando todos los valores constantes po- 
sibles) es la misma integral indefinida, y tan independiente 
de x como la constante indeterminada y, lo es la deter- 


- minada (4: 


na y 
d., y fo)dxe = fiado. 
xuU 
En la completamente definida, se tiene: 


b 
Ñ fKioc)dx = E(b) — Ela) ; 
(07 
luego 


ad, Úítaoda = dd, [F(0) — AO! 


135. Cuando se complica más la operación es al tener 
que diferenciar con respecto á una variable distinta de la 
á que se refiere la integración. Sea la integral definida 


=0 
U=N f(x,a)dx , 


=YU 


la que tengamos que diferenciar con respecto á «. Como 
esta diferencial es el incremento infinitésimo producido 
por la variación infinitésima de «: 


“ 


0 a=074-d,v a=0 
d,U=d, l fo, a)dx = l f(,a + da)jdxa — l foc, ajdx. 


=4 24d, u au 


La primera integral del último miembro, descomponién- 
dola en los sumandos correspondientes del intervalo total, 
puede escribirse; 


L=0 a=04d_0 +A, Y 
( f(w, a. + da) + fío, a + dado — ( fu, a + daddu . 


LU X= Yu 


- Por consiguiente: 


da == ES. fíx,a + duda — . ia, do e y tr ara e a )- , 


vv, v ud, U 


—f 5,0 dv | + Nx, + de)jdo -— Y fia, 0 sa do du; 
v 0 ON 


vd, u+ da eS 
d¿U=N d,[fx,0)dx] + N fo, a +da)jdo — fo, a + dad 


Y (Y) Y 


Siendo continua la función f, (o, « + da) diferirá de (o, 
en un infinitésimo de primer orden; y lo mismo f(u, « + da 
de f(u, a); por consiguiente, dejando de escribir los de se 
gundo: 


v+dv v+dv 


a vo+dv a , 
6 a + dajdo = me adv = | Eto, a) | = d,E(o, a) e f(v, «)do E 


u+du 


útda ud Ms 
fluya 4 da) du =Ñ Ru, ajdu = | Eto, a) | = d,¿Flu, a) =f(u, a) dm. 
w Y : cd 
Queda, pues, en resumen: 
v É E 
d, U = Ñ d, f(x, a)dx] + f(v, a)d,v — f(U, a) d¿U. 


En el caso de ser » (límite superior) independiente de « se 
anula (con d,v) el segundo término; si lo es u el tercero. S 
ambos límites son independientes de a«, queda únicamente 
el primer término: para diferenciar una integral definida 
con respecto 4 otra variable distinta de la de la integración 
-enelcaso de ser los límites independientes de aquélla, basta 

diferenciar dentro del signo integral. 
| La integral indefinida puede considerarse, sogún. varias 
- veces lo hemos ya manifestado, como la definida | 


o, a) do; 


x=? 


en , la que el as superior sí es Op CAIOna de a. "Como! 
y en la constante indeterminada y pueden hallarse comprendi- 
das todas las funciones posibles de a: | 


da Y fa, aydo =$ aalfte, de] — [Ar dar =e(2)da], 


siendo gy una característica arbitraria. Esta diferenciación 
no puede tener utilidad alguna con integrales indefinidas, 
puesto que da un resultado completamente arbitrario, en 
lo que al parámetro a se refiere. En las definidas puede ser- 
vir para facilitar la integración, como en el segundo ejem- 
plo veremos. 

136. Ejemplos: 1.2 


Y =0 
q U=V ade; d.U:= fa. de + a da — 0 = 2a da. 
E ¿ : xa=0 
Ne Comprobación: 
p” 


E U=.«a Ñ A A d,U = 2a da. 
| 0 


E Acid 2 —Sadad: da 
0; au A 
13 0 a+? o. (as +2*) a? + a? 
A doc da 
= — 2a da — (0D. 


Y dx e 1 T Ml 1 1 
A O Ne 


Comprobación: 


1 a a T T da 
——| arctang — =—; do Dis aba: Lo 
aw a lo 40 


a ia y Proctaido la sencilla: 


a de a da dais 
ma 
o (a? E ay? do altas * 2 

T da T da da 
4a a 


y, por consiguiente: 


Si da pe ta Pal, 
¿<-> === T e 


137. Cálculo de variaciones.—Donde más aplicación tie 
ne la diferenciación de integrales es en la investigación de 
las funciones que puedan hacer máximos ó mínimos los 
valores de una integral definida. Para dar una idea de esta. 
clase de problemas, trataremos uno de mínimo absoluto y 
otro de mínimo relativo. El primero será el clásico de 
Euler de la curva de menor tiempo de descenso (braquisto-' 
crona) de un cuerpo abandonado á la acción de la grave- 

- dad, al que no se opongan resistencias de ninguna clase. De 


mostraremos en Mecánica eo siendo ds = V dxat+ e e E 


| Biéndo en recorrer el cl (ds) de la curva, es 


ds 


ey prose 14,4 
VH — y 


dt = 


E problema consiste en determinar qué curva ha de sa- CAOS 
| tisfacer, entre las infinitas que pueden pasar por los pun- 
tos A y B, ála condición de dar un valor mínimo á esa có | 
cantidad T, y, por consiguiente, á su proporcional: sc 
A H 
q l a —— a 


- Considerando como variable independiente la y, las dos 
4 ecuaciones, en escalares, de la curva buscada, serán de las 
formas 2=f(y), 2=F(y). Ahora bien; dos funciones de 


distinta característica (f, f,), podemos siempre igualarlas á | E 
otra de una característica única (+), introduciendo dos es- NS 
calares arbitrarios (a, p) del modo siguiente: A 

Ny) = p(a,y);  delaque: y =%,(u); dl 

f.(y) =v(8,Y)5  fdemíd: y = BP); ; 

que, por la eliminación de y, nos da ñ 
D,(a) = DB); PB = da). ' 

- Se ve así que la variación de las funciones fíy) y F(y), al | 0 
- pasar de una á otra de las curvas posibles, puede conside- EN 
rarse como debida exclusivamente á la de un cierto pará- 00 
> metro o, variando con él las coordenadas x, 2 y sus diferen- 0 

ciales. Ñ E 
. Ñ La condición común á máximos y mínimos, por la varia- > JN 

, > CON 

Ñ ción ES IBiva de «, habrá de ser: ¡ le 

SALES 

4 Y 

> d, Y AN 
DY =-2—=0; | MU 

; ES «Y do ; de 


-Ó sea, sencillamente, con la notación del núm. 83. 


3 H s AS 
me S 1008 
po. 3Y —= lo] f ——— == 0. y na 
a MOS 

y h y H Y NS D 

y y A» 
Do. CARA 
Y : 


de: 


PoR a hoola El diferenciación, con Y pe 
metro independiente de los límites, nos queda : 


H 
ds 


h VEA 


VEO, y se tiene: 
- dds =0(dx?+- dy? + dey Li E 


doc E do 


a O 
“ds Pa Hd e ds 


d o 
dd + ddr. 


Y, con esto, se reduce la condición á 


H 


do Ad dl de 


h ds H — y dsv H e Y 


Integrando por partes: 


doc 
ds H=: y 


a ¡=0. 


ds H—y Y dy H= Y. 


. puntos invariables B(y = H) a A(y = h), es evidente que e sd 
ellos la cola iana de co pa trae consigo de == de = a 


dándonos más que 


de de 
dx. + 82. d == 
| ds H— y Y E y 


- Siendo completamente arbitrarias las dos variaciones 3x, 0 
32, esta anulación trae consigo como necesarias las dos: 200 
| 


mi d AA Erre 0; E | 
q ” dsv H — Y : : de 
/ sl 
| PNC AI A 
; dsy H -— y A 
-— Desuintegración: 

$ 

ay H e En AN 0% 

y : AA a (ecuación de una recta). 
4 de 2 
 —— === 


La curva es plana y se halla situada en el vertical deter- 
A minado por los puntos A y B. Tomando su plano, como de 
las x, y, queda la ecuación única: 


da 1 
E A AAA A O 


y V da? + dy VH—y Vit (y Vaio 
A dx 

, z | 

1 despejando 2, y llamando => = 2r 


ca da 
H-=y 


ecuación diferencial de una cicloide (ejercicio $59). Por la 
naturaleza del problema se ve que ha de corresponder á un 
mínimo de T, pues no admite máximo. 

138. El máximo ó minimo relativo consiste en el de una 
integral, cuando simultáneamente se tiene otra, con las mis- 
mas variables, y de un valor determinado. 

Pondremos como ejemplo la determinación de la curva 
de centro de gravedad más bajo, para una misma longi- 
: 12 


FLA 


A 
IA 


a O A + mr 
e A — NL a 
a e 2 ¿e A y. - 


et 
PES 


Y 


NO 


tud (1) de curva diarrolada o 1 í 
tos fijos A y B. La expresión que da la altura w) dele 


de gravedad, es: 
H 
ds 
yes 
——; 


Yi 


la condición simultánea, la 


Y ds = const. 13 


o 


dicta el de dE a e de %s 
7 , és y 
De TE 


El mínimo de y, exige que 


E AN. 


0 ds =0; MS 
Ys . y > E 
La (1) que: 


e” y 
e A 


et 


H 
A ds=0; 
h 


AE, 
ESA 


La simultaneidad de ambas, siendo C un coeficiente: inva- 
riable arbitrario: 


o TE SE 7 br, [AR 
AA RS 


3 $, vas +02 $, as u+02a=0; ; 


E Ó sea: e Y 
: Y ¿+0 ( GE de + E ade) =0; 

, y, necesariamente, procediendo como en el ejemplo an- 
E terior: 

E (y + Cjdx 

A EA 

de - € integradas: 

ES (y +Ojdx _6. | 
8 200 Rd E 13 
he EL curva pla 
o AE; | 


o 


Pio de 


rod dy = C,du ; 
C, 
toma la forma: 
aa C,dArg Cr 1) 
Vu —1 Ci 


“ecuación de una catenaria. 
Para determinar las tres constantes Ci, O, C”, siendo a y a* 
¿ Jas abscisas de los puntos A y B, se tiene: 


e OO, 


tl ENS di 
VEDA A 


al +a+20! ¡ ala Na a 
A A 


El punto más bajo (x,, Yo), en el que Y = == vendrá dado. 


y de ella 


y=% a O od 


=0Go El oy 


- Dividiendo una por otra: 


b 
20, : 1 VE—b Eo V Bd la 


- Con estos valores tendremos, para la determinación del 


- Parámetro Ci: 


LECCIÓN 14.* 


FUNCIONES DE VALOR INVARIABLE 


A - para la integración de la diferencial total de una cierta fun- 
ción u=f(x, y, 2, t...), una vez reconocida la circunstancia 
| de ser los distintos coeficientes M, N, P, Q... las derivadas 
parciales respectivas de una misma función; es decir, te- 
_niéndose 

du=(M=D,f)de + (N =D,f)dy + (P = D,f)de + ... 


Si el valor de la unción fuese invariable, 


u= fix, y, 2,t...) = const.; 


Mdx + Ndy +Pd:+..=0 (MD; 


- 


Fw Y gls Ot 


- 139. Expusimos en el núm. 103 el método (de Cauchy) 


con 1d Laa M, N, Pl ladera un factor. común qu 
| haya desaparecido, podrá presentarse en la forma 


M,de + Nidy + Py de +..=0 


en que ya, por la desaparición del factor 0, els connbcion 
no pueden ser derivadas parciales de una misma función. 

- Para integrarla (que se dice) necesitaremos previamente 
determinar ese factor, que se denomina por ello, integrante 
ó de integrabilidad. Con el restablecimiento del factor: 


M=M,.0; N=N¡0; P=P LN 


Como las condiciones de integrabilidad eran 


D,M= D,N ; 
DM=D ES 
DM =D,Q; 
LA 
D,N = D,Q , 
D,P =D,05 


.6.0..0..0..0........ 


poniendo los valores anteriores, y llamando u =log, 9 


D,,9 D, 6 D/ 
Y 2 3 
A D, E = D,u se... l 


; ds ó n(n — 1 
obtendremos, siendo n el número de variables, las 2 


ecuaciones para determinar las » derivadas parciales de : 


M,D,¡u — NyD,u = DN — DM; 
M,D¿u —P,D,u =D,P, — D,M;; 
M,D¿4 — Q¡D,u =D,,Q, — DM, ; 
P,D,u — N,¿D¿u =D,¿N, —D,P, 3 
Q;D,u— N,D¿u =D¿N, —D,Q;; 
QDw —P Du — DP, -DQ 


e... .0.060000000077000300071000+»..00%0..0 


“independientes, el sistema será, en general, incompatible. 
140. En eel caso de tres variables (x, y, 2), A tres ecua- 
- ciones son: 


fl 


P,D,yu — N¡D¿u =D,N, —D, yO rn. =0 
M,D,¿u —P,D,, u=D 20 — DM, uE 
N¡D¿u— MD, u=D,M,— D,Ni ..=1. 


y JAS 


-———Multiplicando la primera por M,, la segunda por N,, la 
tercera por P,, y sumándolas: | 


Ma + NiB + Pyy =0 (1). 0 


ñ 
¿ -Deno existir entre los coeficientes de la expresión dife- 
$8 rencial y sus derivadas parciales, este enlace, no admite : ' 
factor integrante, y no puede provenir de una diferencia- d 
ción total. Comprobado que hayamos esta condición, queda ee 
reducido el sistema á las dos únicas: | 8 
P,D,u =«a + N Du; e 
: (2) ny 
P,D,,u =—P + M,D,u. E 
 Ñ 
Teniéndolas en cuenta: pe 
18 
h- NN 
P¡(D,u de + D,u dy + D,¿u de) = a dy — $ de + E 
+ D,u(M dx + N dy + P,de = 0). 
Es decir: | 
| P,du =0a dy — B dx; 
du == 4 B d (a 
A : a P, y P, o e 
-— Análogamente: | 
ed E y 
du = Mi, de M, dy (0. 
de = Li de— de (c. 


Cuando, además de verificarse la (1), tiene lugar una d 
-óstas, (la (4), por ejemplo), la expresión admite un factor 
integrante, función de dos variables (y, 2) exclusivamen 
te; cuyo logaritmo se obtiene O la (b) e 
tiva. 

Ejemplo: 


E 3 
3atda — en cos 2 dy + x«*log.y sen 2 de =0. 


Esta no es de integrabilidad inmediata, pero en ella: le 


3a? 


0 ==0% g =3x*log.y sen; YES - COS 2; 


E y, por lo tanto; 
375 Ss E pd 
Mja + Ni + Py = — ET log.y sen 2 cos 2 + 
5 » 
7 — log.«y sen cose=0: 


Y 


admite factor integrante. Y, como: 


a | sene 
Dular) o D,(log.y sen 2) = O q 
1 032 - senz 
D dé pel 


á se cumple la (4), y tendremos por la (b): 


du = log.0) = log.y sen z de — cos e A = — d(log.«y.Ccos ei 


log.9 o log.y.cos 2 =1logXy” 08%); 


r lo tanto: 
eS 8 pe ME a. 


A / : 
E: - Con este factor, la expresión diferencial queda 
o 


d fí,y, 2 =M de + N dy + P de = 0, 


1 


M Ea US 
N =-—a3cos2y (+82); 


P = a? senzlog.y.y 8? 


Da MA e SY, 
integrando en x: 


Ko, y, 2) = y PH ely, 2). 


D,f= N=-—acos2y +8) _g3c0s2 y” (os. +D_, DP; 


D,f=P =a* sen 2 log y .y 708% = a log,y 5%, sen 2 + D,p . 
0 | | 

- Deduciéndose de estas igualdades: 
UN 


f(x, y, 2) =x%y 8% + const. 


La ecuación integral: 


408. — const. 


on 


41 El caso de dos únicas variables tn se dodue , 
“del anterior con P, = 2 =0, y, por lo tanto On 


sorias, ES las (b) y (c) se al en 


| D,N, — D, M, ce o 
i Add | Mei 07) y 
de du | M, dy JA ( A 
D¿My =D 


du = Ñ, 


dx oa MESA: (e). 
Estas nos permiten, por integración corriente, deter) 
nar 4 cuando el coeficiente de dy sea función exclusiva de . 
y, Ó el de dx de x: 
Ejemplos: - cd 0 
de | la de | Ape s 
: y dae — «dy =0; ni de 


Na ==) log¿0 = — 2 L0g¿% E 


luego: | A 


a quedando la diferencial exacta: 


ERA a o 


(dy? — cojde + 2ydy= 0. 


La ecuación exacta: 


de(by? — caje?? +2 y dy e =0. 


- Integrando: 


* 


Ko. y) = (Nay = y" + (a) . 
y 


É 
A 


Para determinar la p(w), derivando en x : 


Df =(by2— ca e? = byl0'? + p!(o); 
“y, por consiguiente, 
| plac)do =— cx da ebx ; 


6 integrando por partes: 


A OA. a cf EA 
0 = 2074 yz faro ar q 8100). 


LA 


La ecuación integral es, según esto, 


: C C Y de 

3 fa) = (y? 2+ q Je? const. 
603 ; 
- 142. Sea la ecuación, lineal en y' é y: 
3 

y +y.0(0) = f(x); 


que puede escribirse 


[y p() — f(a)ldx + dy =0. 


16 
y 


Como en ella 


= q(2).y — K%) ) D,M, — D.N, 
NOS CRAS == p(ac) , 
28] 


¡pOr la fórmula (e ) del núm. HAL, la di erencia | 
A de su factor integrante, será: LES 


= [y p(a) — a ON 
N=0", 


a y la función constante buscada: 


Gs Y nay = fray Pe ye9) + dla); 


y 


y, como 7 A 


D,¿C =M= [y 90) —f1 = y Det) + y (0): 
(0) ==; 


NA por consiguiente, la ecuación integral: 


yen lr =C 
oe 


a de la que 
a y =fi(0) + 00792, 
siendo | 
fi(ac) =e 90) Únaoyaoe don 
yn 
A 


143. Ecuación de Bernoulli: 


y" + yet) =y"fw), 


Z 


en la que, escrita en la forma diferencial y como sigue, 


Ék 


PK 


[y tg(e) — Fa)ide + y "dy =0, 


M= [y Mela) — Ryo; 


la hs y ; 


1d 


Ma AMD) TIN ENE 
= Ay dy e e ad + Q(x) ; 


90) = — Naya 09 q, 


| de ser una misma la f(x) y la g(%), la inte- 
¡gral de la | 


y Eyifla =y fío) 


¿mM $f(o)da , 
1—m 


D,f=M0; D,f=N0; D,f=P0..; 


lo será el más 


mbién 


puesto que si con el e se transforma la 
du= dfn ye. 


' 


1 


Fla du =0, 


cuyo primer miembro es la diferencial e 


AS 


YA 
tí 
y 


AGORA do 30 de 


LECCIÓN 15.4 


ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 


DE PRIMER ORDEN 


145. De lo establecido en el núm. 139 de la lección an- 
terior, se infiere la necesidad, para la integración de una 
expresión diferencial, de un número de ecuaciones con las 
variables tal, que, al menos en principio, se puedan elimi- 
nar todas las que excedan de dos, reduciéndolas á la forma 


Mdx+Ndy=0; 


siendo M y N funciones de ambas variables (x é y), con 
toda generalidad. 
El caso más sencillo de integración que puede presen- 


tarse es el en que aparezca visible un factor integrante. 
- Tal sucede cuando M:N es función de x exclusivamente; 


N:M lo es de y, ó M eslo de y, siéndolo á la par N de x. En 
estos casos los respectivos factores integrantes que saltan 


á la vista son: 


NA, que la transforma en [+ = (o) [a +dy =0; 


íd. td. La de | 7 e a 2: 


oia 


13 


ei 
de CON 


da da integración por cid de variables. 


_ 146. Ejemplos: 
42 


de +V a+ atdy 0. pa UE e 


Vara” 


+ dy = =0; 


| Con el factor 


- queda: 


7 + w* 


Arg Sh —+y A C 


6 integrada: 


ed 


V 024 yde + ydy=0;. | 


dividiendo por V a? + y?, se separan las variables: de 


de + — === Esa MAA + Wa y=0. 


a A 0 


y de — xdy = 0; 


_neasenx6y: 


plo, y)dx + pla, dy =0. 


308 ds 0 balde + AL alluda + da) 0; 
- Ósea | 
Ñ [p(1, 4) + y(1, 4).uldx + x p(1, u)du =0; 


y separadas las variables: 


El de $(1, u) 
0 —— TY Ti du = 0. 
Me ln Az p(1, 4) + y(1, 4) .u 
5 4 | 
-—Aplicándolo á la especial 
0 
Y y2da + a Va? +ydy=0, 
ES 
¿0 en la que se tiene: 
00 
e ¡e 1, 1)=w2, 
0 (1,0) =V1 + a2, 


queda, efectuada la separación: 


0 a la + VI ue] 


y 


Me luego, en el segundo, las primitivas variables con Y = e 


O Se encuentre en ninguno de los casos que hemos consi- 


: _ integrarla en serie. Puede, para ello, escribirse: 
d , 
a = p(x, y), 


EN : 


Se integrarán sus términos ya separadas; y restablecerán 


- derado, de factor integrante determinable, siempre cabe el 0 UN 


en la duo Y , por este enlace, ha de ser función de x. Si 


| 145. Cuando la expresión diferencial de dos vaniAEl > 


a 


Por lo tanto: 


A D..$ +7 Dye == palo, y)- ; 


dy 
doc? 


Análogamente deduciríamos las 


d3 
a = ala, y); 
Py 


da” Ea Pi 1 (2, y). 


- Como ejemplo, bien sencillo, tratemos la 
a | (2 + yde +dy=0; 
- enla que 


E =— (04); 


dy 
“da? 


Py 
dx? 


0606. 1.0.000900600000000.0 


y=C—x+(1-0) ed] 
=0—x+(1-0(1-—e”%=1—2+(C0—bDe ”. 

be - Como comprobación, si despejamos el factor constante 

do: (C—1D=(+y — De”; 

y diferenciamos: | 


0=(%+y— De*da + “(de + dy); 


es decir, 
(+ ydx+dy=0. 


2 149. Puede suceder que al calcular estas diferenciales 
| 0 sucesivas nos encontremos con que se anula la primera, con 
Bo los valores corrientes, simplificándose entonces mucho la 
integración. Así, en la ya varias veces tratada, 


— . dy EN Sail! 8 
yde—xdy=0; arado dy == o; 


- y diferenciando: 


Sis QS Yoo Y 2) 
de Aaa 7 La + LL = a 902 Ha A A 
o - Integrando: 
0 RIA A LINA 


150. Estas expresiones diferenciales de dos únicas va- 


-—riables (« é y), una vez precisada la equicrescente (a), pue- 


| grange: 
| y” = pla, y); 


den escribirse en ecuación finita, con la notación de La- 


Ó, más generalmente, 
| d(o, Y) y”) = 0. 


bno minado así, ecuaciones ¡arerencóa ordinarias de 
- primer orden. | iO 
Sila derivada de primer orden y' entra elevada á distin- 
- tas potencias enteras, se dice que es del grado correspon- 
- diente á la mayor. Cuando, en este. caso, pueda descompo- 
_ nerse en factores de primero: 


ly" — pul, y)1- Ly” — palo, yd] ly” — pla, y)]... = 
Se satisface, evidentemente, con cualquiera de las 


== p(a, y); 


- 6 integrando ésta, 
y =%(x,y,C); y — Pu, y, C) =0; 


y si queremos en una sola ecuación, en x é y, comprendo a 
- todas las soluciones, bastará escribir: 


- (y — *(2,y,0)]. [y — Ba(e, y, C)]. [y — Dale, y, C)]... =0, 


li unvegr al de la peo Daeata: 


-minada (C) más ó menos involucrada con las variables o 61 
ed de ecuación de primer orden y segundo grado: 


y? — (0% + yy! +4 =0. 
- Descompuesta en factores de primer grado, 


(y! —wlXy! —y)=0. 


4 ty Integrado el primer factor: Pito 
TA 4 R | y 0 ! ¡de 


de 2 2. O 


- Para integrar el segundo: OS 


La ecuación integrada: 


e 2 
y?— (5 + Ce” + 0)y +o(0 +5) a Ol 


151. Soluciones singulares. —Dando valores particulares | 
pd 4 la constante C, para cada uno de ellos obtendremos una 
A integral particular de la ecuación diferencial. Puede suce- E 
' Dor que la ordinaria, de primer orden y grado, 


o | foc, y, y”) =0 (1) 


se satisfaga, además, con un valor especial de y, 


y E p(x), 


que no esté comprendido en ninguna de las integrales par- 
-ticulares. Denomínasele solución singular de la ecuación di- 


- ferencial. Si consideramos en la (1) como variable indepen- 
- diente á y”, diferenciando así: 


df=D,f.de + D,f.dy + D,f.dy! =0; 


Y 
08 
y 


y la (1 habrá de satisfacerse, por consiguiente, con los va- 
| lores de y (si los hay), con los que 


D,f.de + D,f.dy + D,f.dy' =0; 


da da la ecuación: 


ed +ay?=0, 


Dof = (y' — y"; 
Di =1=Y 


D,,f =2xy' — (a + y — a); 


y, como de la propuesta, dejando al radical toda | su 
tensión, 


ATA 


y!= 2+y—a+ Va? — 20(0 + y) + (0 y)? . 


¡e a | ES 


nOs queda: 


ar = VER 


TE 


- El valor de y que anule este radical nos suministrará a 
solución singular; es decir, el de la ecuación 
grado, | 

: y" — Ax + ay + (a— a)? =0, 

ósea, 


o 


E 


- cuya derivada es 


AAA 


201 
valores que convierten á la ecuación diferencial en la iden- 
tidad 


: opa + Van (1+Y/ 2) + 


+al1+ 2 42y/) 0. 


Fáltanos ver que esta solución es distinta de las integra- 
les particulares. Resuelta, en y”, la ecuación diferencial 


e+y—aV6+Fy—a?— lay 


l— . 
y Zxa 


Este es un caso de los mencionados en el núm. 149, en 


que por diferenciación total podemos comprobar que dy' 
ha de ser nula, y constante, por lo tanto, y” . En efecto; qui- 


tando el denominador 


2y =x + y —a + V (+ y— a)?— day; 


diferenciando: 


2[x% dy! + (y!dx = dy)] = dx + dy 


(x% + y — aJída + dy) — Ax dy + y de) 
a a NA A A 
-V (0 +y—a2— 4ay 


Reduciendo, quitando el denominador, dejando en el pri- 


mer miembro el término en dy', y llamando P á la canti- 
dad subradical, queda: 


+ 2x2 dy' a a VP)dw + (y —xw—a + VP)ay; 


y si se divide por dx y escribe a =Y", 


+20 PL =09—y—=a2VP —2ay + (+ y—a + VB): 


ed 1-0 
que puede escribirse, siendo c una constante tan arbitrari 


como la primitiva C, si se hace CERO 


Cia 0 
C.= 
C 


en la forma más simétrica: 


x 
C 


integral general, en la que, con ningún valor de o 
solución singular. 
¡2 


En la ecuación 

e 3y2y? — 2ayy! + dy —a2=0, 

- setiene | | | 
Df =-— Ayy! + 1%); 


D, f =2(3yy” — ay! + 4y); 


Df =Y4Byy' — 2); 


y!= ar a EE 2V22 E 3y*) 


Dafud da + Dyf.dy=da(D,f + y'.D,f) =2dx(1 +y N8yy 2) 


= + 4dx(1 + y?) Va —3y? ; 


df = +42? — 3y [1 +y2)de + y dy. 


- Luego, evidentemente, la solución 


f(,y, y) =0. 


La integral general la obtendremos fácilmente de la (2)» 


mo homogénea que es, haciendo 


3u du 
1— 3u2 + 2/1 — 3u2 


r 


Si con un nuevo cambio, se hace 


(n= —1—e?; 3u du = — 2 de 


211-308 =e:) 
la — 3u=22; 


log«x = 1log.C — logele o 


y, por lo tanto, 


+ Vx? a: 3y? 


3(y? + a?) — 4Cx + 0? 0 


. LECCIÓN 16.* 


q ECUACIONES DE ORDEN SUPERIOR 


153. Se denomina ecuación diferencial ordinaria de 
- enésimo orden, aquella en que á las dos variables (w 6 y) 
EN las acompañan distintas derivadas de la y, con respecto á 
la independiente x, cuando el orden más elevado de estas 
derivadas es el enésimo. Por lo común, en el análisis infi- 
-tesimal no hay que pasar de las variaciones de segundo or- 
; a den, y, por lo tanto, en las aplicaciones no suelen presen- 
tarse ecuaciones de orden superior al segundo, y dentro de 
éstas danse las más sencillas, en que las derivadas entran 
linealmente. 

154. Las de orden superior más fáciles de integrarse, 
son las de la forma 
Ñ dy 


da” 


= p(x). 


- Multiplicando por dx é integrando, si se llama q, á la 
primitiva de y, como dx es constante: 


ay 
ON o. 

Con una nueva multiplicación por dx, y la integración 
subsiguiente: 


“A 
'4, a 


qn 2 


< 


= ale) + Ojo + Os. 


a o e e A A 
_ Ao a A 


155. Cuando en la ecuación diferencial. no entran más 
pa cantidades variables que dos derivadas sucesivas, . 


ya—D, 


la de menor orden u, se transforma en la 


y") =0, 


llamando á 


p(0!, u)=0; 


y se reduce la integración á la de una de primer orden de 
las más sencillas, si se puede despejar w'. Despejándola: 


OS cal ÍA 


separando las variables 


de = 9 Awdw; 


6 integrando del modo corriente, puesto que ya. e 
paradas las variables 


x= Yu) + O. 


Despejando u: 


0 É | Ju 
Y despejando en la ecuación, 


du 


vu! TZ — == — 


da 


1—u?, 


Por lo tanto, 


h 


Y 
de = — — == = 0 arccosy; 


AA Vi, 

- 6 integrando | 

¡E a +C,= arccosu, 
que nos da: 
0 o os 


Con sucesivas multiplicaciones por dx, é integraciones, 
remos obteniendo: 


dy 
eN = sen(w + C,) + Ca. 


dy 


eri cos(x + C,) + Cax + C5. 
a 
AN de =— sen(e + Cy) A y Ost + C,1+C,. 


y = cos(x +C,) + + > Cat + > Os + C,x + C,. 


Py 


| LE) 20) + O de 
A Extrayendo la raíz cuadrada y opa rO las variables: y 
da = (2p(y) + cy) Fay; 
, 004 con una nueva integración, 
== ey, O.) + Os. 


Sirva, como ejemplo, la ecuación 


| y” =0y +b; 
en la que 


pu (y) = fila Bid z 2d 


y, por consiguiente, 


dy 


a MEA MEE : 
0 vo Ne y ao, 


- Escribimos la constante en la forma + C2 para poner de 
- manifiesto que es susceptible de tomar todos los malores 
escalares, si de funciones escalares se trata. O 
Con el signo superior: 


aaah LES 0, 
1 


Con el inferior: 


o 


= =1 
x==Q0 Arg Ch 0,=0 


El número C' es tan indeterminado como el C, . 


ueda, multiplicando POLI, 
[fu(x).u + fa(a)]dx + du=0. 
M= fi(e).u + fala); — D,M= fi(a); 
Nido: e Y, 


Admito, por eonsiguiente, un factor rula función 
Q pe x YO logaritmo neperiano sea 


io Ñato E UAci sin constante. 


El factor será et). Con él la ecuación se convertirá en 
d y(x,u) =D, p.de -+- D, 9. du =0. 


Integrando por el método de Cauchy: 


= APar-do= Ñinio).u+ faja = 


=4.050 y Sr (Dee + (a) - 


Despejando la constante en alo(m)), y derivando con res- 


D,¡y =(D,9 = 40) — ¿MD 0, 


Por último: 


WIR 


y= O +0, a de =Wía) + da do se NES 


y” +1(w)-9' + f dy) =0, 
ds que llamando y' =u4, puesto que y” = E 
_birse, quitado el denominador: 


Ñ 


a du + [f(y) ur ldy =D. 


Si, por un cambio de variable, se consigue separar las 
variables é integrar, obtendremos: hs da 


pu, y, 0) =0; 


y pudiéndose despej ar 4: 


d | O 
de ag 00; de Y 


- Con una integración última, 
] a = P(y,C 1) + Cs. ln 
Ejemplo: O 

y” +3yy' + y? = 


-Ó la expresión diferencial equivalente, 


y dy" + By" + y?)y dy =0. 


A 


- Si cambiamos de variable, haciendo 


y+y=y.e, y=- DN 


y 


“El 


NOS queda la expresión en 2 é y, suprimido el factor y!: 
E" 


Es a) + ey dy =0; 
1 : 23 O 
no ed 

-Ó bien, efectuando operaciones: 
Me. 


- Separando las variables: 


2(2 — 3)dy — y de + (2 — 3Ydy =0 . 


Eo de] 


be seso dz cd de (2) 
1 y EP) E DE-ME— 3 


AS 


MS El primer miembro es la diferencial logarítmica de Y. 
- Para descomponer el segundo por el método expuesto en 
- el núm. 107, tenemos: 


A 
[> 
m7" 


1 IB, Ba Be 
le—=1le—2le-3) £-—1 y 2 -— 2 Y —3? 


7 


“siendo los valores de estas constantes, 


1 Ñ 
Mrs lic Ba =-— 1. 


E La integral de la (2) es, por consiguiente, 


E 
do. 


b log y? +- log C, = log (2 — 1) + log (2 — 3) — 2 log (2 — 2); 


-Ó bien | 
Do (2 — D(e—3) 


Ns Cy? Ea E YEN 97 Ea 1 — le pS e 


- Despejando 2: 


=2+(1—Cy3)*; 


O, 


- Separando las variables: | 


a e 
= A 
(1 Our 


dx Cy 


¿Vil 


¡a 


z Y; ss A Blás cl 
Y =2 33 0 y == 28 A 
1 + Cu? AF Ou 


ita a 0, 
(e — Ug? +0,” 


160. En la integración de la ecuación lineal (en y'”,y' é y 
h de coeficientes constantes, 


y” +my + wy+p=0, 


Ye . . . 2 . . . as ñ 
- conviene, con.un primer cambio de variable, extinguir el 
cuarto término. Basta, para ello, hacer Ae 


2" +me + n2=0 d.. 


En un segundo cambio introduciremos, con la nueva va- 
3 riable t, otra indeterminada w, que nos permita establecer 
libremente una ecuación de condición. E 

La de cambio será, tratándose de variables escalares, 


¡2 =w+tw!; 
2=w.tb: 
Le =wl + casa : 


A 
mo, 


mM ño transforma la ecuación (1) en 


wi" neo + 205 +(w” + mw! + amnt=0 (2). 


w! m 
mvw=+2w!'=0; E 
w 2 


llamando A á la constante de logaritmo indeterminado. 


7.0 
tdt = =— —n).2t dt. 


A Integrando: 


Luego: 


Con las variables separadas, 


14 


at 


EAN 
A NM 1? 


a 


menor, jeual Ó mayor que cero. po 
1er Caso. 4n—m2<O0. En éste podemos escribir la 


llamando m? — 4n = 4a?, y c= Bi, 


E 


2. CASO. 4n —m2=0. La (3) toma la forma 
A E A A Hs (e 8 


, por consiguiente, 


Integrando y multiplicando por a. 


| ! [ aresen 
a(w + <<) = 
— arccos 


- Despejando la £ : 
e | | cos ha 
al [a(a +c)]; 


C 
Ho e 
A ( sen 


a y, por último, 


A 


161.' Cuando en la ecuación lineal de segundo orden, en 
- vez de ser constantes los coeficientes, son funciones de x, 


- Y +Xy!+4Xy=0, EN AA A 
se puede, con el cambio de variable, | 
| y!= e .el, 
y" =6 (2 +21), 
ra á la expresión diferencial en x* y 2 : a 


de" + [2? + Xj2! + X,]do=0, 
que, si con un nuevo cambio se consigue separar las va 
-_riables, nos dará, integrada, una ecuación de la forma 


» 
y y 


f(oc,2*,C,) e 0; 
2 y si de ésta se puede despejar 2, 


vda 
AO pls, Cu); 


fol, Ojea 20,0) Eta 


y" + 2xy'+ at=0. 


r 


Con el cambio, queda: 


dz + (xa + 2)dx=0. 


“Si, en otro, hacemos 


de CURS Ad) 
pela =4 —u« = Th(% + 0,) — x. 


E irando las variables 
de = Th(x +- Cala +C,) dd ada; 
integrando: 
| (¿=10g4y) =log.Ch(s + 0) — E + 1log.0%- 


- Pasando á los números: 
4 | A 


y OM je? 


E LECCIÓN: 17. 


"ECUACIONES SIMULTÁNEAS Y DE DERIVADAS 


O PARCIALES 


- 162. Ecuaciones simultáneas.—Cuando en un sistema 
Ñ de n ecuaciones, distintas y compatibles, con n+ 1 varia- 
bles («, y, 2, ... 1), se considera como independiente la £, se 
las deriva á todas ellas, ó á algunas nada más, un número de 
y veces, que para las más veces derivada sea el m, y se trans- 
- forma luego el sistema en otro cualquiera equivalente, de 
ye los infinitos posibles, se llegará á uno de n ecuaciones, en- 
tre las primitivas variables y las m derivadas de las depen- 
- dientes (, Y, ... 2). Denomínase, un sistema de esta natura- 
A leza, de ecuaciones simultáneas de m.* orden. 

El problema de integración consiste en hallar las n fun- 
ciones de £, que corresponden como valores de las n varia- 
bles dependientes (x, y, ... 2). En las n ecuaciones primitivas 
- €5, por lo común, salvo los contadísimos casos que por el 
de - Álgebra conocemos, impracticable la resolución; á nada 


ción de las ecuaciones simultáneas; eslo únicamente en ca- 
Í SOS muy sencillos. 

Como procedimiento general, Dies darse el completar, 
y por derivaciones de las simultáneas que hay que integrar, 
un número de ecuaciones (entre Jas variables dependientes, 


q 


- conduce el fingir posible, con toda generalidad, la integra- 


a tas A ULlivddas con relación á ésta. Su integración, , ougndo. 
sea posible, nos dará la solución del problema. dl A 
163. Como ejemplo, trataremos dos sencillas de primer. 

orden: q | 
ds os 


Dy =%X; 


Separando las variables: 


de 


Va? le 0? , 


ya 


y por nueva integración, 


A , Sh 
t+oOo= rg 
| Ch 


Pasando á la i inversa: 


¡ Sh c 
ad ol 


=0e' +00 *; 


w! + ax + by =0 
y + a+ dy =0; 


(D; 


Por derivación, con respecto á t, de la (A): 


a” + ax! + by! = (3). 


| Si á esta (3) le sumamos la (1) multiplicada por A y la 
ñS por B, obtendremos la 


A a 


(a+ (04 + aBje+ (6 + By" + 54 +0 By=0 (4). 


- Precisando ahora las indeterminzdas A y B, de modo que 
e anulen los coeficientes do y” é + en la (4); es decir, ha-. 


A=0b,, y B=-—b0, 
“se reduce esa (£) á la lineal enx',x'yx: 
a e 0ye E (abi abla 0. 


oa que (a —b,)? + 4a,b sea mayor, igual ó menor 
que cero, obtendremos para x una de las tres funciones de £ 
del núm. 166, con las dos constantes indeterminadas, 


) x= f(t, C,,C,). 
- Y, porla(X), | 


1 
y =— 5 Nt,0,,0:) — ft,01,09). 


| Ln Mal rondan numéricos 


Da +4 —2y=0, 
Dy +20 +8y=0, 


se llega á la i O y 
a | 2" + 120! + 36x=0. de 


Y, por consiguiente, 


A (Cy o 


165. Ecuaciones de derivadas parciales.—Las más senci- 
Maa. é irresolubles, sin embargo, en la mayoría de Los Euro 
son las de la forma 


A O) 


pues siendo con toda generalidad los coeficientes Pr Pe Y Pg 
- funciones cualesquiera de las tres variables Dl Y,?, nO > hay ; 
modo hábil de determinar una i 


A 2=f%,Y) de a 

Que la satisfaga. | led E 
Puede, sin embargo, resolverse en mennon casos s particu- 

lares. Supongamos primeramente pz =0: ON 


PD e + Dye = 0. Ma dl 


Siendo F una característica arbitraria, diferenciemos la 


rioos=1uy1 o 


a obteniendo 


(D¿Fdx + D,Fdy) + D¿F(D,g de+D,gdy)=0 (3) 


Como la incrementación de las variables independientes 


cial e, 
e s arbitraria, sin más tolón que A de y Mp AA | 
tro de un mismo orden infinitesimal, fijemos la condición 7 Ni l 
' | E KA DS: 

MA == (4) pado — pidy =0 . 


Si esta expresión diferencial puede integrarse (*) y despe- ll: 


3 jamos en la ecuación integral la constante A 
O PO Y (ed | 
y transformamos la (2) en y 
e - F[C=fy(e,y)2] =0; o 
a por la constancia del valor de f,(w, y) =C, se anula la can- de 
tidad comprendida en el primer paréntesis de la (3), y el. dy 
segundo, por la igualdad (4), toma la forma A 

» | DRAE DAN 
A a 
56 sea la ecuación de las derivadas, propuesta 
3 D,2-P1 +Dy2-pa=0; 


eS la forma más general de satisfacer ésta, por la inde- 
terminación de la o F, es la 


F[f¡(%,y),2] =0; 


f 
A 


6, despejando z, y siendo F, tan arbitraria como F: 


A = Fy[f,(%,y)] - 
Ejemplo numérico: 


A - (*) Acudiendo al desarrollo en serie, siempre. 


| Ex )resión Kiferencial auxiliar: | 
Xx qe y) 


E MU 3d + 2y=0) 10082 4ey5 
Ñ ANa7 general: | 


y Pa Da 
a = F¡(3x “+ 21); , | ¿e 
|D aia da: 
a 166. Consideremos ahora la ecuación con segundo 


_ miembro 


mn A = 03 OS A 


Na en sus casos orables Si podemos ligar el ueno | 
(dz) de la variable dependiente con los de las dos mapeo 
dientes, por medio de las dos ecuaciones e ÓN 


dao dy dano | ; 

a LK — e 
| A O de : 
“llevando los valores éstos de las y,, ya y y, á la (, la. con- 0 


de —vertirían en la identidad 
D, 2. dx + .D,2.dy = de. 


Es decir, que toda ecuación consecuencia de las (2), de 
“ser éstas posibles, satisface á la (1) propuesta, y puede, por 
consiguiente, considerarse como una integral particular. 
- Como dos de las tres variables son independientes, una de 
Jas igualdades (2) siempre está en nuestra mano el seña- El 
-larla, y nos bastará con que una expresión que se deduzca 
de las (2) sea integrable, para inferir que es lícita la se- 
gunda ecuación establecida. Siendo 1 un factor indetermi- 
nado, será suficiente, por ejemplo, que haya valores de 2 
susceptibles de hacer integrable la 


> de +Ady a Ad. 3 


de Ao A a 


Y +A 


y É integrada, las | 
le =P y) HO, 


que deduzcamos, habrán de satisfacer á la propuesta. ' 


A da | ed Y 225 ANA y y 
En efecto; para poderse integrar dz, ó lo que 184 lo mis-. / Í pi 
0 mo, para la posibilidad de la (3), habrá de tenerse: t/ 


] j $ | Ma ñ 
' ] y £ h Y y ñ 54) 
mo: : Dias Dz ¡ 5 
| 2% 1 + Aa? : 
k ó , . o 2 (4) , so 


ps 
y + Aa ? 


valores que satisfacen idénticamente á la (1), puesto que la 
- reducen á 


2 + Apo) Ps 


o 


Como 
2 — b(x%,y) = const, 


| siendo f una característica completamente arbitraria, 


fle— d(x,y)] = const. 


Y ésta será la integral más general de la propuesta. 
167. Tratemos, como ejemplo, la ecuación 


aD,z + bD,2=0C. 
de La auxiliar que habrá que integrar será la 


a | D, 2 =c(a + bA)7*; 


ESF D,¿ =cA(a + 0071. 


Y la condición de posibilidad: 


D,(a $ 82)! =D, [Aa +5)" ; 


y ql dy AS= Ds 


2= F(da — ay). 
15 


A Tomando la inversa: 


ba — ay = FA); 


diferenciando: 
bdx—a a dy = - Eí(AJdA 


dy = - de — a 


“Ahora bien: 


de=[D,2=0(0-+ 02)7!Jdo + [Dye =cXa + 0) =1ay ; 


y si eliminamos dy: 


Lg 2 EQ). 
a a a+bz” 


6integrando, 


ó ¿=0— Fa) 401. 


La integral general de la ecuación del ejemplo será, por 
lo tanto, 


az — cx + a FA) = 


ó, despejando la variable determinada: 


caR—cr= Fi) =f, lay — bx) ; 


siendo esta característica f, tan indeterminada o 
como las anteriores. o 


¡ que pao tomar un factor 4 tal Ele lo sean 


Ps Mp5 
PAP? pt? 


O 


Si pz es función exclusivamente de z, Ora Ulea una / ll 


variable auxiliar Ú 150 
p de LA Ma 
y 4 = acta ] Pal 
E 20 P5 » 
- siendo entonces la (3) p i 
3 du = (91 + Ape) * da + Ap, + Apa)* dy . | 
J 


169. La integración de esa exige todavía que q, y pg sean | 
Mnciones en que no entre la variable 2. Sin ello es todavía 
4 - posible deducir de las igualdades : 


did 
cia o Bd AU A hi 
o: Pi Pa 3 ñ di 
E | | O 
una expresión integrable, que, como hemos puesto de ma- 
-niflesto, es la única condición necesaria para su licitud. . da 
- Ejemplos: Ei 
] 1 Enla cd 
9 aD,z + yDye =2; 0 
- de | E 
3 te A AA : 
: A A Ñ 
“se puede deducir la 
E (E A lo E) = (2 - E =adlog. 2) : 
Nica 2 z y 2 ¿Ad 


eN 


é integrando: 


log. = = log. - + log.C = log.[ € 2) » 


A A e o 
De SA 


3 y Bo. 
N e C Y , C = — 5; 
E 2 x Y 
E 2 


da 
[O)=ff — ] =const, e 
Ye 
2 A 


dx dl de 
be=cy  co—az  ay—ba' 


De éstas, podemos deducir la igualdad 
a de +0 dy e de 


cbx—ay)  ay—bx 


a de + bdy | cde=0 
Y también la 

ade+ydy de. 

e(be—ay) — ay—bxe 


2x de + 2y dy + 22 de =0 
La integración de la (A) nos da: 


A ax+by+c=C,. 
La de la (2): 
da a + y? +22 =0,. 
Y como 
a 


hillae+by +00, (dy + 2]= a 
as + oy + e=Mla? + y? +22) E 


bo que podrá tomarse como integral general. 


- 370. Conforme se va elevando el orden de las deriva-. 
- das parciales, va aumentando el número de las característi- 


Cas funcionales arbitrarias, como claramente se verá con 
los dos ejemplos sencillos de ecuaciones de segundo orden 
- que siguen: 
119 Y 0 
o Doy? = 05 
' de ' 
- que puede escribirse llamando, según es costumbre, q á 
la Dj?» 
e Da 
-—Multiplicando por dx, é integrando con relación á esta se 
variable x: E 
0 : : ÑD,a-de = Ya da ; Al 
q 0 - 2 y y A ON 
q E 
E. (Dr == ax + (y). E 


y 3 Multiplicando ahora por la diferencial de y, é integrando El 
con respecto á y: Ñ 


o | ¿=ax y + e(y) + H(a). 0 
Da: 0 
Sea la ecuación sn 


YA a 


Be 
que si Dys =p, D,s =4, puede escribirse, puesto que 
ke Doy? =Dy0 =D, q 
y aDa(ap — bq) — bD, (ap — bg) =0; 
6 llamando ap —bq=uw, 
] aD,¿u —bD,u=0; 
o A O 


cuya integral es (núm. 165): E: 


u=Nay + ba); Mo 


' 


az—a Ray + ba) =f(ay + bm); | 


=w felay +bx) + fi(ay + ba). 


- SEGUNDA PARTE 


DIE] 
EAS 


a 
A 


ce 


SNA 


DN N 9 
ñ X $ / 
e ” A 4 ba 
AN SUBDIVISION ON 
' 
; 
; Las Aplicaciones las subdividiremos en dos grupos ó cla- 0 


ses, que constituirán dos libros distintos. Incluiremos en 


el IT las geométricas usuales, para completar los puntosde 
ambas Geometrías que han quedado sin ultimar en los es- 


-— tudios preparatorios, y reuniremos en el libro IV las que, 
y aunque puramente geométricas, tienen íntima conexión con 
la Mecánica, y pueden, por esto, considerarse como sus pro- 
 legómenos geométricos. 


LIBRO TERCERO 


GEOMETRIA 


y ; Qe 
AOS A vel] h 00 
NO ; ADA 4 EA 

A . ÓN 


— LECCIÓN 18. 


LÍNEAS CURVAS 


171. Plano osculador.—En la Geometría analítica carte- 
siana se da una curva, con toda generalidad, por las ecua- 
ciones de dos superficies cualesquiera que la comprendan. 
Las más cómodas, por lo común, suelen ser dos cilíndricas 
- proyectantes de la curva, y entonces queda ésta precisada 
por las ecuaciones de dos proyecciones suyas en dos de los 
planos. Tomando como variable independiente la z, por las 


a—=(2),) 


y =Y(2), | dE 


y la variable equicrescente es en este caso la 2; la unidad 
diferencial, por lo tanto, dz. 

Consideremos tres puntos, N, P, Q, consecutivos de la cur- 
va, á que correspondan los valores de 2: 


al N 2, 
NE 2+dz, 
» Q 2+ 2d: ; 


y hagamos pasar por estos tres puntos, ó lo que es lo mis- 


plano lo denominaremos osculador de la curva en el pun- 


mo, por las cuerdas infinitésimas PN y PQ, un plano. A este 


ple); el 
p(2) + dlote)] = ele) + elede; 
ple) + 29 (2)de E paa. 
(2); 
p(2) + pl(2jdz ; 

(2) + 24(e)de + re. 


La ecuación del plano osculador, por pasar por ol pun- 


Ay(e)-+ Bale) + Ce + D=0 a ne j (2); de 


Ñ - 


 Apede + Bold + Ode=0. (8); 


Ape) + Bye) +O=0 a (4); 


Nx 


y como pasa por los P y Q, | 
Alp (e)de + 9"(2)d2*] + B[9(eJde + y"(e)de2] + Cde =0 
Restando de esta (5) la (3), 


Ap" (2)d2? + By” (dde? = 


A9'(2) +BY(e)=0;. 
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dep” MULAS py” pri” yu Up” 
TE aade icoera purral 
ATA y 
; La ecuación del plano osculador en el punto P, llamando 
as, Yo, 2p á las coordenadas de este punto, que numérica- 
mente en nada difieren de las x, y, 2 del punto N, habrá de 
ser, según esto: 


Y(2,)Lao —x,1— p"(2.)Ly —Y.] + [929 "(2.,)— (2,4 "(2,)1l2—2,]=0 


Los cosenos (a,,b,,c,) de los ángulos que forma con los 
tres planos, ó su normal con los tres ejes, quedarán preci- 
sados con las igualdades 


Q; b, Cy (6). 


ñ Pa 


172. Circulo osculador.—Recibe esta denominación, res- 
pecto al punto P, el determinado por los mismos tres pun- 
tos consecutivos y situado, por lo tanto, en el plano oscula- 
dor. Su centro se hallará en el punto de intersección de las 
Pis perpendiculares levantadas en los puntos medios de las 
cuerdas NP y PQ. A las longitudes de estas cuerdas las lla- 
Imaremos l, y l,; á sus ángulos con los ejes 2,n,v,, Agltava; 
al que forma la NP con la PQ, 0. A la longitud de la NQ), L. 
Al radio del círculo, R. 

¡1% Siendo O el centro, en el triángulo isósceles ONQ, se 


| 177] . 
tiene: 
2% L L 
Ud — =Rsenf: R=-——,, 
EN 2 3 2 sen 0 


3d 
0 
» En el triángulo NPQ, 
e L? = A — n —_ 21,la cos 0 , 


| y por ser 9 un infinitésimo angular: 


cosi=1-— e?; 


UL (1) NA. 


¡No teniendo que medir más que los de primer orden, 
EAN ' | : 2; LN 


a 


NS l, + lo; 


l 
sen 0 


da cuerda son las cuerdas de las proyecciones, tonomos en la 
e primera: 


l, cos My p'de , : 


l, cos y = Yldz, ) | =(p + y 4 de = m de A 


l, COS Y, = de ; 
y en la segunda cuerda: 


l, COS A, = p!de + 9"de, 
l, COS py = Ulde + Y "de, 
la COS Y, = 2; 


peo por abreviar, 
le E dp ye 1 +21" + pde + (91? + reto 


Por nido: 
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y con estos cosenos, el del ángulo de las dos cuerdas valdrá: 


Pr let” E IDO 


cos Ó = ; 


E 4 mn 
y, por lo tanto, 


o E A UA 


sen?28 = > 
Ti n2 


No midiéndose más que los infinitésimos de primer orden, 


1 
EA E ctrorá cdta ll de lord de map 


SAA dz. 


sen 


¡Llevando este valor y el del, = (9? 4? =+ Déde á la (9), 
la longitud del radio del círculo osculador es: 


3 
Ro 
IR o OE ANO UNICOS cer 
[9 + Y 249” — pp 


La situación del centro queda precisada del todo, en el 

plano osculador, por hallarse en la perpendicular á la cuer- 
; ; da de coeficientes angulares q! y y! por un punto de ésta cu- 
 yas coordenadas, con toda exactitud numérica, son las del 
punto de osculación. 
173. Angulo de dos planos osculadores consecutivos.— 
Kf Llamando a,, ba, ca 4los cosenos de los ángulos del inmediato 
2 posterior al de las (G) del núm. 171, como el punto Q pro- 
y Ñ cede del P por una incrementación dz de la variable inde- 
e pendiente 


4% =4,+da1; do=b,+db,3;5 ¿=C,+0c,. 
Si el ángulo de ambos planos lo llamamos :: 


y cost = 0410 +Db,b, +00, =041 4 b2 +0? + ada, + b1db, + cade, 
10% 


apo o+eo?= 
(a4 + day)? + (0, + db? + (c, + de, =1: 
Lada, +5,db, + e,de,) =— (dar? + db? + dej?); 


y, con estos valores, 


cos T=1 => (da? + db,? + de?) ; 
y, por lo tanto, no apreciando más que el primer orden: 
sen T== y da? + db,? + de,? = de vD,¿a Y + (D¿b1)* + (D¿c1)?. 


De las (6) del núm. 171 deduciríamos los valores de 
-D,a,, D,b,, D,c,, llegando á una expresión de la forma 


T= fo ppp WU de a 


174. Elemento de curva.—La distancia del punto P al p, ! 
- medio de la cuerda NQ, habrá de ser, por los valores de las E h 
coordenadas de los P,N y Q: Ne : 


Pp = = de pe pia : 


es decir, que mientras no haya que medir los infinitésimos 
de segundo orden, no se comete error alguno numérico al 
á suponer confundidos los puntos P y p (si y”” y Y” tienen va- 
lores finitos) y puede tomarse como longitud de la curva 
ás - desde N hasta Q la L, ó, lo que es lo mismo, la ly como Lom E 
de - gitud del arco NP; con la notación corriente 


ds =NP=1,=de Vo PYTE1. 
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175. Curvaturas.—Siendo 0 el ángulo, que se denomina 
de contingencia, formado por dos cuerdas consecutivas, y 
con este valor de ds, el del radio del círculo osculador pue- 
-— deescribirse 

á ds 


0 aller 


Je Conforme se va encorvando la línea, por su flexión en el 
plano osculador, se aleja de la dirección rectilínea (á que 
corresponde un radio infinito y una curvatura nula), y dis- 
minuye el valor de R para un desarrollo igual (ds) de cur- 
va elemental. La mejor medida de la curvatura ésta, en el 
le plano osculador, que se denomina primera curvatura, es el 
| recíproco de este radio; y así se viene tomando desde Euler: 


1. curvatura = R7! = AA 
ds 


: La mayor parte de los autores llama á esta primera cur- 
k ; vatura flexión; los ingleses dan esta denominación á la se- 
Ñ y gunda curvatura originada por el giro angular + del plano 
osculador; lo más común es, á la curvatura segunda y á su 
ángulo, denominarlos de torsión. Se mide como la primera, 
- relacionándola con la longitud del elemento: 


T 
9." curvatura = ——. 
| ds 


- AlradioR, de primera curvatura, ó sencillamente de cur- 
e vatura. Aunque con impropiedad, al recíproco de :: ds se 
le suele calificar de radio de segunda curvatura. 

176. Tangentes, normales y plano normal. —Para todos 
los efectos numéricos en que no haya que tomar unidades 
de orden superior al primero, no se sigue error alguno de 
considerar á la tangente como prolongación de la cuerda 
-infinitésima, ni de tomar como coeficientes angulares de la 


tangente los q” y y ado la ha (>. Representando on l; 
mayúsculas las coordenadas de la tangente, y con las mi 
-. húsculas las de la curva en el elemento del contacto: Pa 


se 


X —a=pUe)l[Z — 2); 
Y —y =((Z - 2). 


Sus cosenos directores, los mismos de la cuerda: 


Cos A, = 


y! 


COSA, = —= = ———=2— 
x ) 
Ad 


3 de 1 
| COS Y = +] = —————+ 


Von + ya +1 


Las perpendiculares á la tangente, en su punto de con- 
tacto, constituyen las normales á la curva. Todas ellas der] Ñ 
terminan el plano Ale en ese pu La ecuación de este | 


dad á la tangente de coeficientes q” yA y”. Es la, 


XD + (Y YY + (L—2)=0. 


177. Normal principal.—La normal situada en el plano 

- osculador recibe el nombre de normal principal. Se deter- 
mina por la intersección de ambos planos, cuyas ecuacio- 
nes son: 0 


X—0)9 + (Y 9! +(2— 2) =0; 
a0)y" — (Y —y)o” + (£ — eo” — pp") =0 


a Ao (e) No se olvide que hemos liamado 


| =p": no 4 la | ——= | 
DO ELA A =p ; : A 
A ANSeS Az 


siguiendo el criterio geométrico de Leibnitz, Newton, Euler, etc., no el 
limitado posteriormente con el algebrismo de Lagrange. 


agallas 


UA EN 


Las de su intersección, por consiguiente: 


ppt” — (1 +44)" 
a E 0 AO y A 
d E 
lp” — (1 + 912)4" 
Y iz — CLAP I Z A e . 
: A ) 


Si llamamos «a, f, y ¿los ángulos que esta normal princi- 
pal forma con los ejes, por estas ecuaciones habremos de 
tener: 


COS a DN COS f OST 


p” — pp” — Yo”) YU PD PO pl HOY" 06) 


Es más cómodo, por la simetría de los resultados, tomar 


como unidad diferencial, en vez de la dz, la ds (longitud de 
la cuerda infinitésima ó del elemento de arco). Diferencian- 
do las (a) del número anterior, supuesta ya la constancia de 
ds y la variabilidad de dz, 


e pe AP eYr OR y 
NAS ) ARASsOla 

(Pp EA 1 
y poniendo en vez de dz su valor 


ds 
de —= ARRE K 


a 
y dividiendo por ds: 


dix qe y” TÓ Y! epny” aa Y 1”) 
ds2 — (pr + yre4+1>? 


Análogamente: 


dy ds: y” ENE: py Ip! E pr”) 
AL) 


PEER 


ds EA NO 3 NE ao 
(pr Al y 4- 1 


a pp” yn 
ai APD 


Con estos valores, las (b) pueden escribirse: 


COS A 2: 357 


S S | 

' Ne 

dq d?ox dee Y | 
(5) a + 2) + (+) A 

- y, porlo tanto, | | A 


d?x 10 
ds? CN 


y da, MESTIZO BEN 
e) 5) ds? Je (a ds 


d? 


so. 


JS 


cosy = j 

dex de 
V le , ds e ds? al a Wee ds? 
- Estos cosenos, en funciones del radio (R) de primera cur- 


-vatura, pueden aún simplificarse. En efecto; con la notación 
_ del núm. 172: 


A 


da Cd 
a) = COS A, — COSA;; 
d 
aa) = cos — cost; 


de 
d as ) 7 008 Ys — 608 yy; 
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si elevamos al cuadrado, sumamos miembro á miembro, y 
tenemos en cuenta que 


cos?A, + cos?p, + cos?%v, = cos2Ay + cost, + cos?v, == 


COS A, COSA2 + COS py COS la + COS Y, COS Y¿4 =C05Ó, 


se obtiene: 


dz 9 
(E ds? 5)+ (5 ds? er) + e >) [ws = Po pe — Cos 0) = 4 sen? -- =0%; 


por ser infinitésimo el ángulo 0 (sen 5 == 3) . POr lo 
tanto, 
N CS Laa dy Ja dig y? 
A ds aa ds) Ma ) 7 
7 dx dy dz 
» cosa =KR POE cos B=R as * cos 1 =kK-=337 + 


178. Como ejemplo, haremos aplicación á la hélice. Te- 
As níamos en ella, con la notación del ejercicio 62 del núme- 
Yo 95 del libro 1: 


Al a A E Po DA AN 

A dez cr? cr de c2y? ” 

A AID O a 1 dx Y 

sy y=“L=4+4—; p=_2 2/2 

be de cr cr de ce; 

E 

La ecuación del plano osculador, en el punto x, y, 2, habrá 


de ser con estos valores, representando con mayúsculas sus 
coordenadas generales ó corrientes, y teniendo en cuenta 


que x?+y?=r?: 


Cry X— Cra Y + Z=z. 


Los cosenos directores de la tangente 


A a eden Ea 


bs ry/1 5 0S 


Luego 


La constante c es la tangente trizonométrica del ángulo A 
formado por la tangente con el plano de las xx, yy, Ó la co- 
tangente del que forma con las generatrices del cilindro, án- y 
gulo que es el mismo de la transiormada nd con es- . 

tas generatrices. de 

Los cosenos del plano ORO con los de proyecciones: a 


€ 


rv 1 + e? 


da = e; 


a b C C 
E E A O A A 
x Y r rv 1 AE c? E 
C | ij 
y Fa : y 
1 ENTES PRESO 2 Ñ Bo 


ES 


El ángulo (constante) del plano osculador con el de las 
xx, yy, vemos que es complementario del y, de la tangente A 
con el eje de las z2. | | | de 

El radio de curvatura será: | | 


s 


a AS 3 


constante, y en la relación, con el del cilindro 


E 


dE 


> 
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Para determinar los cosenos directores de la normal prin- 


, cipal, tenemos las (b) 


COS q qe Cos f — COS Y 
ar A e Ya a)? 
city? C1y? (3y3 


y de ellas: 


CON PON ano 001 >= "e 


Luego la proyección en el plano de las xx, yy, de esta 
normal principal, es el radio que va á la proyección del 
punto; corta al eje del cilindro horizontalmente; y como á 
la distancia c?r, á contar de este eje y en dirección opuesta 
á la del punto, se encuentra el centro de curvatura, el lugar 
geométrico de estos centros habrá de ser una hélice del 
mismo paso de la propuesta, trazada en el cilindro de igual 
eje y de radio c?r. 

C 


2 CUEV.. == HALF 0)? 


es constante, como la primera; y en la relación con ella 


2-* 
qa c=c0tY;,, 
siendo y, el ángulo con que corta la hélice á las generatri- 
ces del cilindro. Para que ambas curvaturas sean iguales, 
habrá de tenerse 

O E 


MÚTDECCION 19. 


CURVAS PLANAS 


-TANGENTES; NORMALES; CURVATURA Y SUS SINGULARIDADES ' 


179. Caracteres diferenciales. —Para que la curva 


w = p(2) 
y = ole) 


sea plana, es necesario que todos sus planos osculadores se 


do las mayúsculas las coordenadas de los planos, habrá de 
ser (núm. 171): 


yx — p"(2)Y + [Y (2). p"(2) — 9 (2). v"(2)]Z 
= Yee) — Po) + 1909") — e 9" (ee. 
La invariabilidad del plano, por la variación de z, trae 


- consigo la de las relaciones entre los coeficientes de su 
- ecuación, ó sea las 


0 p” 
| VI 
y GIIA yl A E 
008 " 7) Y 
Don 4 Py 
dee nd y” Y Y, CN 2= Cz. 


=(j5 


1 confundan en uno solo. La ecuación general de éstos, sien= 


| Las constantes toto Ca) Ca y 5 das oliminaro- 
mos por derivación, obteniendo así 


yop” ¿AE pp! =0 ; 
PAY PI" — pr") =0 


YAyo — Y DE pp — 
Ap o y 


E, ” 


Epi 


la condición única 


- 6, si se prefiere una ecuación diferencial de segundo orden 
integrando: | 


log. q” — log y” =1l0g A (const) 


” 
le = Const. 


Y 


- 180. Tangentes y normales.—Siendo plana la curva, es 
claro que conviene tomar su plano, como único de coorde- 
nadas (xx,yy). La ecuación de la curva podrá entone . 
afectar una de las dos formas NN 


y = f(x); AA 
p(w, y) == C 


En la primera: los a angulares de la tangonto 


de la normal, serán f (2) y — 7 Fespectivamente; Y, po 


Fa 


consiguiento, la ecuación de la tangente, con el punto | 
contacto xY, 4 


or 


Ry la de la normal con el mismo punto de incidencia 
AUF) HFX— e =0. 


En la segunda forma: tendremos como ecuación de la 
tangente, | 


y la de la normal, 


(X — 2)D, y=(Y — y)D,y 


subnormal.—Entiéndese por longitud de las dos primeras 


la de sus segmentos comprendidos entre el punto P, de 


contacto y de incidencia, y el eje de las xx. Las dos últimas 
son las proyecciones, sobre el mismo, de las dos primeras. 
Represéntanse, comunmente con las letras T, N, $, y 3.3 es 
decir, 


MN Por ser pP =y; y la tangente E Dnométrica del ángulo 
a -—pPMP(0) la f(x): 


: de N? 
T = y cosecó= Vi (E) . 

y y 7 PO 
N = y sec 0 = Vi+ NS 


da 
AECA 
S, = y tang 0 = ATEN 


AA 


ASI. Longitudes de la tangente, normal, subtangente y 


ciones diferenciales, determinaremos las: 
ES sy Curva de tangente constante. 


do 
Nay. 


. que con el cambio y 
dx =— au Yu? — ad) da; 


- integrando y haciendo uso de la fórmula 2) de reducción 
de las binomias (pág. 161): a O 


alV1 —u-?—Arg Chu] +0; 


e y restableciendo la variable y, con u = ay”! 


4 , Lo 


e =V a — y? —a Arg Ch +0. 


Ecuación de una tractriz. 
a Curva de normal constante: 


y 


Integrando, 


] pa LA A y E (040) =a8 
—ofroulo de radio a (normal) con el centro en el eje del 40 
| las ex. 4 A 
| q 3. Curva de subtangente constante: da 
dl y DUES NA a 
] ox =alog.y +0; y =Ues di A 
logarítmica. A 
4% Curva de subtangente Aron canal 4 la abscisa: E 
a Ea de dd 
. AR ETS "Al 
Integrando: ON 
di log.Cx = 0 log.y hi JA 
Ñ parábola de grado a. > 
5. Curva de subnormal constante: 
(3 dy 9 
3 Maa 2y dy =2a de; y?=20+C: 


- parábola de segundo grado. 
- 182. Curvatura. Su radio.—La segunda ó de torsión es 
- nula, y no subsiste más que la primera ó de flexión. La ex- 
- presión analítica del valor del radio de curvatura, si la 
E ecuación única es la | ÓN 
A y =1f(w), 


q se reduce por la constante anulación de las coordenadas224 


Di 


ds (+ Pm | 
R= a = NÓ 


y? =2px + qa*; 


> — l elipse ; 
data Y 
= — 1círculo . 


q==0 | parábola . 
hipérbola ; 


q>0 % 
= +1, Íd. equilátera. 


Derivando la ecuación general: 


1 


yy =p +ar; y =(p+ax)Qpa + que) 3; 
- volviendo á derivar: 


"” 


y” =— pl2pa + qu?) 3= 


A y como la longitud de la normal, en todas las curvas pla | 
Nas, es 


=yV1+y? 


tendremos en las cónicas, con los ejes dichos: 


el cubo de la normal partido por el cuadrado del semipa- 
| — rómetro siendo de muy fácil construcción el centro de 


- Curvatura, 


A O 


_ 184. Cicloide.—En e hemos hallado: 


2-05) 


3 Derivando: 
4 y 
4 r= (221) yo. 
Además 
/ r 
y, por lo tanto, 
4 R = 2 V2ry. 
La longitud de la normal es en la cicloide Mi 


e 
110 : 


Luego, en ella, 


Una vez construída la normal, nada más fácil que deter- 


minar en ella la posición del centro de curvatura. Para 
lo primero se tiene: 


S, == Vary 
de sencillísima construcción, puesto que es la proyección 


del radio del círculo generador. 
185. Catenaria.—La ecuación sea 


=V18— (r— y); 


OO 
(4) (44 


17 


Man E a o e 
Y SM 1+y os, 


- Derivando: 


Por lo tanto, 


el centro de curvatura se encuentra á la misma distancia 
de la curva que el eje de las xx, pero en su interior, | 

186. Colocación del centro de curvatura respecto á la tan- 

gente.—Si la curva (ABC) tiene su centro de curvatura por 

- debajo de la tangente, se dice que vuelve la concavidad 

hacia la parte negativa del eje de las yy, ó la PON VOzIdad , 

hacia la positiva. En este caso, 


bD —bB =BD >0. 


3 


Ahora bien: representando ab el incremento ideal dx, por 


el núm. 12, 


2 3 
BD=-—y E o 


la condición analítica será 
y <0, olas. y =0, 90-04 
Para que el centro quede por encima de la tangente, las 


de , NA y" >0 6 y" Lal 0 : y” < 0. felHlios 
| _lob oibs 


ej plo, en las cónicas, 


R =p972N*; 


y, como con los ejos del núm. 183 


N=yV1+y2=Vy + (p +90), 


- €l radio no puede anularse; variará con la normal entre los 
valores extremos de ésta, que son en la parábola é hipér- 


q ; 
bola N, =p;N, = cc; en la elipse N,= p, N, =p(—qg) ?. 


] E El valor del radio de curvatura es, por lo tanto, en los vér- 
| Ny tices de las dos primeras y en los del eje focal de la elipse 


M Rp =p; en los otros dos vértices de la elipse p(— gy. 7 
En estas cónicas no se presenta particularidad alguna 

E A (singularidad) respecto á la curvatura en ningún punto. 

, 0 1SS. Consideremos la curva cuya ecuación en cartesia- 
nas rectangulares es: | 

3 | 1 

0 dr aire e (1). 


Este lugar geométrico no presenta solución alguna de 
- continuidad entre Ly == — SY 0 = ES dee, pasando y por 


4 Y . 

todos los valores comprendidos entre el Yo =0 y el y, =1. 
Por derivación, y poniendo en funciones de y los resul- 
tados: 


7 


Be 1 

y E 

Y == (1— log 1 — y) 

q | 1 

E 12 

EY — So e” == (1 — y)llog.(1 — y) + 2][logu(1 — y)P.. 


En la rama AC de la curva, el centro, que hasta el punto 


Y 


distancia finita, pasa bruscamente al infinito, con el valor 


3 10% 
x= — pure dx. 
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Bo = — > Mil 0) permanecía sobre ella á una 


2=-—+da, 


el radio de curvatura se hace infinito también; pero el cen- 
tro cae debajo de la curva. Estos puntos, en que hay discon- 


tinuidad en el cambio de posición del centro de curvatura, 
constituyen una singularidad en esta curvatura. 

189. Puntos de inflexión.—El punto B, en que hay tres 
puntos consecutivos en línea recta, se denomina de ¿n- 
flexión. En las senoides 


y = asen (bx), 


los puntos de inflexión son los de y =0. 

190. Puntos de detención.—Del valor « =0al x = + dx, 
hay una doble discontinuidad en la curvatura, el valor de 
y pasa bruscamente desde + 1á— o<, el centro salta del 


eje de las yy al de las xx; estos puntos se dicen de delem- 


ción Ó de ruptura, por la discontinuidad de la ordenada, 


que puede en otras curvas limitarse al paso de un valor - 


finito á otro finito. 

191. Puntos angulosos.—Puede, sin discontinuidad en la 
ordenada de la curva, saltar el centro de curvatura una dis- 
tancia finita ó infinita, con el incremento infinitésimo de la 


abscisa; los puntos en que esto sucede se denominan angu- A 


losos, por el ángulo finito que en ellos forman las dos cuer- 


das infinitésimas concurrentes. Así, en la de ecuación esca- 


lar rectangular 


arctang E 
> TC 


y=1+2 Es b 
que, por derivación, nos da: 
na a arctang — — ia 
ido 8 16 Pm 


C 


Ny p 
y 
A 


e Y 
AO 


sE ee | | 961 


fig. 5* Tenemos en el punto A, de coordenadas %=0, Yo= 1, de 


para las cuerdas que van á los de x, =-— dx, y =1+ dy, 
Y %= + dx, ya =1 + dey, | 


Wed] 
Y do =—1; 
ya=+1) 


y, por consiguiente, como longitud del radio de curvatura, 
tanto para el punto x,y, como para el LoYa» 


3 
R = 2% -— 92,828. 


El incremento infinitésimo dado á la abscisa, al pasar de 
— dx á + dx, ocasiona en el centro de curvatura una rota- 
ción de un cuadrante, alrededor del punto A, con el radio 9 : 

Estas rotaciones finitas de la normal (en los puntos de 
detención y angulosos) no pueden presentarse más que en 
curvas de ecuación transcendente. 

192. Puntos de retroceso.—Cuando en las inmediaciones 
de un punto (A) de una curva queden dos series de puntos 
sucesivos á un mismo lado de una recta, que pasando por 
el A no sea tangente en él, y de modo que la distancia en- 
tre los más próximos de las dos series (ó ramas de la cur- 
va) sea infinitésima, para estos dos puntos (de coordenadas 
numéricamente iguales á las del A) corresponderá una nor-. 
mal única y (por lo común) dos valores distintos de R. El 
centro de curvatura, por el incremento infinitésimo de las 
Ordenadas, se trasladará á lo largo de la normal una dis- 
tancia finita ó infinita (según el orden infinitesimal de las 
distancias de los puntos de las dos ramas). Denomínanse 
los puntos de las condiciones del A, de retroceso. Si (por 
quedar la tangente, común en A á ambas ramas, entre ellas), 
el centro se traslada de uno á otro lado de la tangente, el 
retroceso es de primera especie; cuando no, de segunda, 


Ejemplos: 
- En la cósoide, 


a 
a—x? 


y en la cardioide, 
y? = 2a? + 2 V asa — 2) — 2ax — 0%; 


retroceso de primera especie en el origen. 
2 ¡En la 


(y — 2 =x, 


retroceso de segunda especie, también en el origen. 

193. Puntos múltiples.—En general, en éstos (es decir, 

- en los de encuentro de varias ramas de una misma curva) 
no puede decirse que la curvatura presenta singularidad 
alguna. La singularidad geométrica estriba únicamente en 
la multiplicidad de los centros de curvatura, por la multi- 
-—plicidad de las distintas ramas á que pertenecen. Si dos de . 
éstas son tangentes, los dos centros estarán en una misma 
normal (á ambos ó á un mismo lado de la tangente común), di 


- diciéndose entonces, como en los de retroceso, que el con- a 
tacto es de primera ó de segunda especie. á 
194. Puntos conjugados.—Así se denominan los que, ha- 
- lándose aislados, satisfacen, sin embargo, con los valores A 
de sus coordenadas á la ecuación del lugar geométrico, y A 


deben, por consiguiente, considerarse formando parte de él. 
En la concoide 


ay? + (0 + y y? — 02) =0, 


el punto de coordenadas =0,y=—b, completamente 
aislado de sus dos ramas indefinidas, pertenece al lugar 
geométrico. Como con un punto solo no tiene significado 
alguno la dirección de la tangente ó cuerda infinitésima, ni 
- mucho menos el círculo osculador, claro es que para estos 
- puntos los valores de y” y de R han de ser realmente inde- 
- terminados. | 


E A A 


do la ecuación de la curva se da en la form 


95. Cuan 
Í (x, y) =C , 


ed 
'y 


E - por lo expuesto en los números 82 y 84. del Diferencia 
- se tiene: | 


ay DAD toy + Df 
Do, 1)?— 2D yt D¿FDyf + Doll)? 
% (DPP 


y, con estos valores, el del radio de curvatura será: 


+ 0D, fp 


R= 
Df)? — 2D yyy Df DH Do (Df Y? 


LECCIÓN 20. 


CURVAS PLANAS 


TRAYECTORIAS, ENVOLVENTES Y EVOLUTAS 


196. Trayectorias.—La ecuación 


flo, y,a)=0 (D; 


e 
> 


3 obtenidas con la variación de este parámetro, constituyen 
h lo que se denomina una familia de líneas. Las que cortan 
A formando un ángulo dado (é igual para todas) á las de esta. 
- familia, se denominan trayectorias. Cuando el ángulo es 
3 recto, ortogonales. 


cor tada, 
D..f 


tang pb =— D > 
Y 


coordenadas numéricas en la trayectoria de ecuación 


y = (o): 
tanga =y' ='(x). 


- reprosenta en coordenadas cartesianas una línea plana para 
- cada valor que se asigna al parámetro a. Todas las líneas 


Para el punto de coordenadas («, y) de una de las de la de ñ 
pita llamando g al ángulo de la cuerda infinitésima 


m / | A A y JA de Ñ 
y siendo « el de la cuerda correspondiente á las mismas 


| Llamando A á la tangente trigonomótrica del En oc 
a que se cortan ambas líneas, se tendrá: | 


, Def 
DEBE DIA 
DF DAR (0) a. 
1 —- (00) DE 
Y 


A =tang (a — f) = 


Eliminando el parámetro a entre las (1) y (2), obtendre- 
mos una ecuación que liga á las y'(«) con las xx é yy de los 
puntos de las trayectorias buscadas, á que Po la 
cuerda infinitésima, cuyo es el coeficiente angular y”; que 
será, por lo tanto, la ecuación diferencial de primer orden 
de las trayectorias en cuestión. Interno la ecuación 
finita. E 

197. Ejemplo de trayectorias ortogoralas OBRA do 
mos la familia de círculos: | 


D,f = 0 — a) 


M1) rol +y=0 
DA o Ay — a). 


En todas las ortogonales, como A = «<, la 2 se re- 
- duce á 


D Dil | | 
p (a) = A E 


enel ejemplo actual, escribiendo y (20) uo 
a O 
7 EN Lal 2 — ap day 


AS a 
o +y) 


-Ó la expresión diferencial 


(a? — y? + 20y)dy — (y? — a? + 200y)dx =0. 


Im ; 1 

Dra E 0 

Como homogénea que Ls conviene, para su integración, | 
e cambio | 


dá y=4x; dy=udx+xdu, 
s Eb i k : 
que la transforma en 
Ed — 2u —1 
aná 


Integrando (véase el núm. 107): 


At O) 
- Restableciendo la variable y: 
x? 4 y? + C(x — y) =0; 
! familia de círculos que pasan por el origen y tienen sus 
centros en la bisectriz de los ángulos 2.* y 4.2 
198. Trayectorias 445%—Con la misma familia de círcu- 
-1os, como A=1, quitando el denominador y ordenando, 
Boda la (2): 


D,f — Daf= (Df + Df (0); 


| y —x2= (e + y — 20)y"; 
y eliminando a: 
EN (++ rl y rn da 
(a? — y2)dxa + 2xy dy =0. 
ho 
- Con el cambio 
] y 
se reduce á 
y (1+ u2)dx + 204 du=0. 


Separadas las variables 


wc 2u du 
Cde 


a A 


6 integrada, 


log x + 1l0g (1 + u?) = log C; 


: 2 
x(1+u2%=0; 2(14+%)=0; y +x%—Cx=0: 


familia de círculos con el centro en el eje de las xx y quen / 
pasan por el origen. A 

199. Envolventes.—Cuando el ángulo de las trayecto- a 
“rias sea nulo, también lo será su tangente A, y la ecuación a 
numérica (2) toma la forma S 


Df 
q pa) == 57 - 
ÓN D,f 


Para que exista esta trayectoria, límite de las de ángulos E 
positivos y negativos, es menester que las líneas inmediatas 
de la familia se vayan cortando. Las cuerdas infinitésimas 
serán entonces comunes á cada una de las líneas y á la tra- A 
- yectoria; que habrá de ser forzosamente única, dejando á 

un lado á todas aquéllas. En el caso de ser cerrada esa tra= 
- yectoria límite, todas las curvas de la familia quedan en su 

interior. Denomínaselas, por extensión, envolventes; y á las 
líneas que por sus (infinitesimalmente sucesivas) intere UN 
ciones las engendran, involutas. | AN 
Por la igualdad numérica entre los coeficientes angulares Y 
dela tangente y de las dos cuerdas infinitésimas inmedia- a 
- tas, se deduce, desde luego, que para cada par de valores | 
A simultáneos de x 6 y, comunes á la envolvente y á la invo- 

Juta correspondiente, el coeficiente angular de la tangente 
- es uno mismo (en unidades finitas); tienen envolvente 6 im- 
-voluta una tangente común, ó, lo que es lo mismo, son tan- 

gentes ambas líneas. | 7 


Siguiendo la marcha general, el problema se reduce á la 
eliminación del parámetro « entre la 


oc, y, a) =0 (0) 
0 yla 
b, D,f 
4 (a) == ++ (21. 
4 D,f ) 
q Con esta eliminación se llega evidentemente á la ecuación 


diferencial de la familia (1'). Su solución singular, es decir, 
la función (que la satisfaga) 


y = q(x), 


del núm. 131, será la de la envolvente. Puede hallarse diree- 
tamente, por ser la del lugar de los puntos de las intersec- 
ciones de dos involutas inmediatas, ó sea de las 


A fío, y, 9) =0; 
f(x, y, a + da) =0. 


Sistema equivalente al 


E fíc,y,0)=0; ) 
A fe. y, a+ de) — flor, y, 0) _ == 0 
da X : 


Bastará eliminar el parámetro « entre la función f y su 
derivada con respecto á a, igualadas á cero, para obtener el 
enlace funcional de las xx é yy de todos esos puntos de in- 
tersección y, por lo tanto, la ecuación de la envolvente. 

200. Pondremos como ejemplos los mismos que tra- 
tamos analíticamente en los puntos singulares. El primero 
será el de la familia de rectas que cortan á los ejes rectan- 
-—gulares á distancias del origen, cuya suma es constante- 
mente «: 


% CEDRO ? 
ia du 


- El parámetro, en este caso, c: 


Llevando estos valores á la (1), obtendremos, como ecua- 
ción de la envolvente, la parábola de segundo grado 


, e+y+2V0y=a; A 
y? — Au + a)y + (a — a)" = 


del núm. 132 (pág. 200), tangente á ambos ejes en los pun- 
| tos (a, 0), (0, a). , 
2,2 En la familia de círculos: 


3(y? + a?) — 4Cx + C?*= 
D¿f=20—4x=0; C=2w; 


la ecuación de la envolvente es: 


y? +0) 40 =0; e—=3Y; y=i==3. 


las dos rectas, concurrentes en el origen, de la solución sin- 

- gular (pág. 203.) | 
201. Evolutas.—La curva lugar geométrico de los cen- 
tros de curvatura de otra, se denomina evoluta, y esta otra, 
-evolvente de aquélla. Más adelante justificaremos la deno-. 
- —Iminación. | 
Como los centros de curvatura son los puntos de inter- 


sección de las normales inmediatas, la evolvente no es más 
que la envolvente de la familia de rectas, constituída por 
las normales; y el parámetro variable, una de las coorde- 
nadas del punto de incidencia de la normal en la evolven- 
te; la otra coordenada habrá que expresarla (por medio de 
la ecuación de esta curva) en función de la considerada 
como parámetro. 

202. Como ejemplos, determinaremos las de las elipse, 
hipérbola y cicloide. En la elipse: 


tomando como parámetro la abscisa « del punto de inci- 
dencia de la normal, la ecuación de estas normales será: 


—(y-¿vVa=a 


+x—a=0 (1. 


li Va — a 


 Derivando en a, igualando á cero, y quitando el denomi- 
nador, 
3 
bay + (a? — b?(a? — a?)2 =0 (2); 
y de aquí: 


Llevando estos valores á la (1) para obtener, eliminada «. 
la ecuación de la evoluta: 


= (by) Var (ur — 02 — (ByN — (0? — ar) Y — am — yx 


e Ad: | 


, por consiguiente, 


(a0)3 + (by)ó = (02 — añ); 


1 


- 6 llamando 


2 p2 2_p2 
a* — b LA a —b Pa 
0 ( b 


2 2 
y NA 
A + (4 me 


Para pasar de la elipse al 4 


MI 


CON 


Ñ E z SN ; 3 : 
basta escribir — b? en vez de b?; esta sola diferencia apare- 
-_cerá en la ecuación de la evoluta, que habrá de ser 
el 


2 
k 12 CN Y CNA 
a) q) =1 


En la cicloide, | | | 10 


á la hipérbola 


% = r arcsenver z F V 2ry US 


el coeficiente angular de la normal en el punto (0, 8) es: 


(7) = A A 
Wi VB O 


y la ecuación de la normal, por consiguiente, 


y ) 


8 


iy 


1 — rarcsenver E =0. 


Derivando en g: 


8 Ea DA IR PAI y B=—yY. 
E «  BV2rR—p 
-——— Eliminándola, obtendremos la ecuación de la evoluta: 


x= rarcsenver e As YE 2ry —y?. 


xa 


- Transportando paralelamente los ejes, con el cambio 


a=xw' rr, 


y=y'- 2r; 
queda la ecuación: y 
' Y —y —— 
A a ere pte) e V 2ry —y?. 
Ahora bien, llamando 


2r—y 
aresenver LL —=1, 
N 


A=T=; 
tendremos: 
Mera , ACA: / 
O RO MA A A 
el r : 
y Y da 


cosp=—cosi=1-——=; senverp= =; 
q | r r 
M7 h 
y, por consiguiente, la ecuación con estos ejes, es: 
' e ; ' 
x' =rarcsenver = - V 2ry —y?; e 
Y | CN 
- La evoluta es una cicloide idéntica á la evolvente, con 
sus vértices en los puntos de retroceso de ésta. El radical 

yA . . . . 

- hay que tomarlo con signo negativo en la primera mitad 
de la curva, y con el positivo en la segunda. 


ñ 


A 18 


5 


IO Rie DOS PL? Ap A : 
ER INE SA NS ; % id 
, 5 ; ; 
274 SEN | UTA 
y - » y ERE A o NE 
; / 


203. La evoluta podemos considerarla formada por sus 


cuerdas infinitésimas, y á las tangentes, en sus distintos pun- 


tos, como prolongaciones de estas cuerdas; y como estas 
tangentes son las normales á la evolvente, que por sus suce- 
sivas intersecciones han determinado los centros de curva- 
tura, el incremento infinitésimo del radio de curvatura, al 
pasar de una á otra normal, habrá de ser la cuerda ó el ele- 
mento de la evoluta. Si suponemos adaptado un hilo al arco 
A'B' de evoluta (la de la figura es de la cicloide), y, conser- 
vándole tenso, lo separamos del punto B”, permaneciendo 
fijo su otro extremo A”, el B” irá describiendo el arco B'B 
de la evolvente. Esto justifica las denominaciones (de evolvo, 
desarrollar.) 

Tiénese también, como consecuencia, que cualquier in- 
cremento finito del radio de curvatura, el ab —a'b' por 
ejemplo, es igual á la longitud del arco aa' de evoluta, co- 
rrespondiente, desarrollado. Como en la cicloide el radio 
de curvatura en B es 4r y en B' es nulo; y el arco desarrolla- 
do, de la evoluta, A“B' es la mitad de la longitud de la ABB', 
ésta es igual á cuatro veces el diámetro del círculo gene- 


rador. 
Dada la evolvente, queda precisada una evoluta suya. Si 


al hilo de que hemos hecho mención, continuando fijo por 


su extremo en un punto de la evoluta, le damos mayor lon- 
gitud, para cada longitud distinta, irá describiendo, al 
desarrollarse de la evoluta, otras tantas curvas paralelas á 
la primitiva evolvente, que lo serán también de la misma 
evoluta. l 


v E 
e 
ys 
O 
a 
Ñ 
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LECCIÓN 21.* 


RECTIFICACIONES Y CUADRATURAS 


204. Si suponemos un hilo de flexibilidad y sutileza 


- ideales, perfectamente adaptado á un arco de una curva 
y: cualquiera y, sin experimentar distensión alguna, lo recti- 


ficamos, su longitud medirá en unidades lineales la del 


arco. Para calcularla bastará efectuar la suma de sus distin- 


tos elementos, que no han variado al variar la forma. 


y Sea AB el arco en cuestión (de una curva plana) y AB' la 


longitud de hilo que, primitivamente adaptado á la curva, 
lo llevamos sobre la tangente en A. Si llamamos á la cuer- 
da AB, l; al arco, s; á BB', m; al ángulo BAB', e: 


-$=1lc08 0 + Vm? — l2sen%, 
Cuando el arco AB sea infinitésimo, por lo demostrado 
en el núm. 12 del Diferencial m= BB' lo será de segundo 


Y, por consiguiente, tang 9, sen 0 y 9 de primero; el senver 0 
de segundo. Luego, si la unidad es do: 


14 Ned l/ 14 e) HE) Hna 


= Mdx+»N da2, 


: edo N, el Mor: máximo de N de todos los uno ntos 
Sy del arco que consideremos, al da tondremos a 


1 


| B B BON 
> M dx; s<($ M de N, de N md | 
A A Aa 


- Ahora bien: 


B B | AO al 
N, de Ñ de=Nydwáyo, o po 
A | Al 


es un infinitésimo de primero, que en las unidades finitas 
en que se mide s es numéricamente nulo; y por lo tanto, 


B o 
g= Ñ V da? +- dy? + de?. 
A 


Como, aunque la curva sea de doble curvatura, en un ele- 
mento no puede haberla, tendremos la misma fórmula de 
rectificación. Claro es que en las planas se toma su plano de 
xa, yy, y en este caso: 


Escogeremos para variable independiente la que, por la o 
ecuación de la curva, facilite la integración. 

:305. Hélice.—Como ejemplo de las de doble corratas 
ra, la rectificaremos. En el ejercicio 62 del Diferencial, te- 


- nÍamos: 
cl A ao 
de A y 

a? + y?—R? 
dy a 


0 - 6, como llamando q al ángulo con que corta la hélice á las 
-—— generatrices del cilindro, ] 


de Ab c=cotp; s=(*—2p) seco. 
206. Catenaria.—En la 


Ns AAA Ro, 
y = 4 Ch —: re il Lp 


y, por consiguiente, 
sa i+smi=a A a A 
Xo 0 20 a o 97 0% NAS co 


207. Cicloide.—Como en ella (Ejercicio 59), 


A | di de 0 
E dl) A a de pN Ñ 


dy y Vary mon 1 
Para la mitad de una arcada, EN 


e _ 2 a ve | ¿ A 
EN Ar a ar — 11, 4. 2 0 
0 V2r — L) dy 
208. Cónicas.—De la ecuación general, 


y?=2px + qu; y dy=(p + qd)dx; 


y - y + (p + q) PE oo 
AN IS | hubo E qu... o E 


eS NA | N 0 


Xx. j 
3 Pp preside %x 
$ = dx Í N x 
Y / 2x 


Para integrar, nos conviene el cambio: 


1Y 4 A : de 
AICA: e=L (ue —1)-1 ie 
E 
dx =— p(u?— 1)? u du 


que la transforma en 


Aplicando la fórmula (1) de las binomias, 


o ELO 


g$=-— => 3. : de e 
(E Pp 2u? AA 1) 9) ue En 1 a A . ES 
a pr u po 
A o + Arg Ou Li 


6, restableciendo la variable d4 


V 2px + 4x? + 42 log. 00. Va +20 + V 2 | aa 
Vy +22 V2 E 


q 3 Vb +20 + V2 ja (Vp + 22 + 12%) ON A 
Bo. | Vp + 2 — V 2 0 Pp y 


luego, 


Ds 5 U 2p 2 + da? — Y 2p 2 + 4x0? + p logs Va +20 +V/ 28 +20 + 20 10 
y Vp +20 +V 220 


Contando los arcos á partir del vértice, 1, =0: 


=Y E 24at+2 logs (Vp+20+V2%) — q p log4p. 


 Enelcírculo: 
y, porlo tanto, 


li. y dae ] 90 Y Ls 
3 Ss =Yr == = |] Arccos A h Ms ' 
] A ÓN 


3 En la elipse: 


-y nos queda: 


4 2 pero a SN AAA MS A LA 
ho b?+ e(20x — e? 
E AVE ET 
e 2ax — x 
o 


6, llevando el origen al centro: 


h- : | pe MO paa 
De Apr: 0 Y a? ¿AA Maria qa 7 


s= a Ki — 2) dar — sat, 


. y se desarrolla en serie el último factor: a 
O 
Maa ana a 7341 


v 


Ahora bien, por la fórmula (33) de las binomias: 


ESTA 


m—4 
E de — 2! A se 


fra — adas =— fea de er Mae 


Entre los límites =0á:2=1: y E 


do ÓN 
A a 


Sar 0 2) *de == 
0 | 


A  Análogamente: 


plo. sd Al ATA 
Nena — 2?) 3dg= a — 22) de; Ñ 
Q 4 A 
Ñ 2 TU1 — 2) “de = A =Ñ so — 22) de; E 
0 Ce E an 


o — 1) de 


1 h ; 
AA 
| de an E de os m— (m— 2) Vie 


Multiplicando ordenadamente y reduciendo: e 


Ri Í 
A =4,,  (m—Í)m — 3)m — 5)... 5.3.1 mT. 
3 Y Ta.) sas mm — 2)m — 4)...6.4.2 ES 


fórmula general; que nos da los valores de todas las integra- 
les que necesitamos. Con éstos: | 


4 E OE IO EM OC A 
A PA (5) — ANO (5) $ 


g.8* 209. En polares.—Siendo O el polo y OA y OA/' dos 
radios vectores consecutivos; A'a perpendicular á OA; án- 
gulo AOA' dp: ! 


ds = cuerda AA/= V aA? + aA?. 


. Estas longitudes aA y aA”, no son más que los tensores (*) | 
de las diferenciales radial y Circular, respectivamente, del 


núm. 42 (pág. 51); es decir, llamando r al tensor del radio - 
vector 
ad = dr 


ds =V dr? + r2dg?. 
aA” = rdy 


Como ejemplo rectificaremos la cardioide, cuya ecua- 
ción es: 
A r = 2a(1 — cos q); 
y, por lo tanto, 
Ca 
dr 2asenp Vio Er 
b. pe A UA IA AE 
3 ds = dr Via = Va 2 aVadVi—r 


4a-—- r 


; Integrando la mitad, der=0ár=404: 


RON 


-(*) Puesto que un vector ó un escalar pueden considerarse como un 
- cuaternio, en que Sg=06 Vg=0, la denominación y notación de tensor 
- Se aplica también al valor absoluto ó modular de ambos. 


Cuadraturas. 


210. La determinación del área comprendida dentro de 
un contorno cerrado, se denomina, de muy antiguo, cua 
- dratura. | | A 
+ Sila ecuación de la curva que la limita se nos da en coor-. 
denadas cartesianas, para determinar el área limitada por 
el arco AB, las ordenadas extremas A'A, B'B y el inere-. 
mento A'B' de la abscisa, conviene descomponer esta últi- 
_maen sus elementos dx (del cual suponemos sea represen- 
- tación a'b”), quedando así descompuesta el área total en su- 
mandos diferenciales, tales como el trapecio mixtilíneo 
a'b'ba (cuya área denominaremos dA). Como este área se . 
halla comprendida entre las de los paralelógramos a'b'ca y 
a'b'bc', y la diferencia de éstos es la del cac'b, de dos di- 
mensiones infinitésimas, N 


dA = área a!bica + Ne?. 


El signo superior, si el centro de curvatura queda por de- . 
bajo; el inferior, si por encima. Como el lado aa' es la or- 
denada y; el a'b', dx, y el ángulo de los ejes, 6: 4 


dA = sen 9 y de + Ne?; E x =sen 0 y. 


El área A'ABB', por lo tanto, si y = f(x); x= ey): 


B' y B 
A =sen no fí)dx = sen IN + (y)y dy. 
A' A 


x 


y, por consiguiente, puesto que el eje de las xx divide en 
dos partes iguales á cada una de las cuerdas paralelas, y 
por ende al área total del segmento: 


Y Y 1 iS 
3 2 3 a 
A A =2sen 0 y dy = citada E AED ; 

0 0 


que puede escribirse: 


2 


2 
A= 3 Punt, sen 0) =. 3 A,; 


-— lHamando A, al área del paralelógramo circunscripto al seg- 
mento; sus dos terceras partes. 
212. Cicloide.—Área encerrada entre una arcada y el eje 
delas xx, Ecuación: 


= r arcsenver z e V 27 y—y?. 


A - Como los ejes son rectangulares, sen 9 =1; y es simétrica 
¿ambos lados del vértice (y, = 2r): 


h ceda — y dy = A Ade. AR 
he V 2ry—yt. 


Para la integración, nos conviene el cambio: 


S y =r(1 +0); 
lo que la transforma en 

3 A Ep 

e 2 Y A 
MA —on 1420 y, oa] 2014 0)du — (1 — u?)du 

Ú 1—u* V1—u2 

€-1 A 

| k Ar +1 +1 

; = 4ri Ed A Miri da A V1—u? du; 


—] 


JA orcos A E e an 
A 41.25 0— 2, (25) gm; 


| : | triplo de la del círculo generador. 
| 213. Hipérbola equilátera.—Referida á sus asíntotas: 


2 == ÍA 


e" 


El área limitada por la curva el eje de las xx, la ordena- 


da del vértice (ss e y la corriente, valdrá: 
2 
o 0/3 
Lo 2 


Para a =v 2, A =log.x; por esta razón los logaritmos 

- neperianos se denominan también hiperbólicos. a 
214. En polares.—En este caso la descomposición que 

conviene es en sectores elementales, como el representado 

en AOB, que no difiere del circular aOB más que en el á área 

de segundo orden «AB. Llamándole dA, en unidades de pri- 

mero: 


ela ITA 16% 
V2 


- dA = E rido. 
plcandola á la elipse é hipérbola, con polo en vel centro y 
y eje polar el de los focos (el signo superior corresponde á A 
la primera): : 
0292 
Pecos E arsendp 


y el área sectoral, entre el e polar y el radio corriente, | é 
valdrá: Md i E oi : 
h ab? pr de _ amp?  secpdp 


A Al A ESA A 
2 Job? costo + a? sen?p 2 Job? + a? tang?p 


Cambiando de variable, con 
atang p = bz; a sec?p de =b de : 
ab e? de a 


a ria de 


A= 
En la elipse (signo superior): 


Aa e arctang (5 tang 7). 


Para un cuadrante, tang y = >: 


ab.  T 
A = 9 
El área de la elipse entera: 
44 = 1ab. 


En la hipérbola: 


ab a 
| A == 27 Arg m5 tango) ] 
Si es la equilátera de semiejes unidades: 


24 = Arg Th(tang q). 


Es decir, que el argumento de las hiperbólicas es, numé- 


ricamente, el duplo del área sectoral. 


215. Cuadraturas aproximadas. — Fórmula de Simpson. A 


—Para determinar el área 4yABa, cuando no se conoce la 


ecuación de la curva AB, y solamente los valores de un nú- 
mero impar (n + 1) de ordenadas equidistantes Yy, Y1--- Ym» 


con tanta mayor aproximación cuanto mayor sea el número 


éste, lo más cómodo es reemplazar el arco dado, que pasa 


por tres puntos consecutivos, por un arco de parábola, 


A=A+A,. 


Y Llamando h á la separación de las ordenadas: 


= (Yo A Y2)h 


A 2f, ra o is A 
AO 9 A 


- Sumando las Y 5 áreas análogas, correspondientes á todo 


el intervalo aya, el área total será: 


iia La [Yo Ae Ly: ¿Je YE . 4400) E | 
PV 04 +0m-3)] 


- Esta fórmula se conoce con el nombre de Th. Simpson. : 


> 
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SUPERFICIES CURVAS, CUADRATURAS, 


CUBATURAS 


216. Plano tangente. Normal.—Como numéricamente 
no hay error (en unidades finitas) en suponer la tangente 
á una curva cualquiera en un punto (x, y, 2) formando el 
mismo ángulo con los ejes que la cuerda del arco infinité- 
- simo correspondiente, los cosenos directores de la tangen- 
te á cualquier curva trazada en una superficie f(w, y, 2) =0, 


valdrán: 
E ao 
USAS IAN 


y las ecuaciones de esa tangente, si llamamos X, Y, Z á sus 
coordenadas generales, habrán de ser las 


DIANA o, e 
X-xo  Yoy” Ze (1). 


La ecuación de la superficie nos da, por diferenciación 
Df. dx + D,f.dy ++ D,f.de =0. 


Para todas las curvas trazadas en la superficie, las do, 
dy, dz habrán de satisfacerla, y, por lo tanto, las cantidades 


que por la (1) les son proporcionales. Luego: 


(X— 0D f + (Y —y)D,f+H(Z—2JD,f=0 (2). 


| No tratándose de puntos singulares (en que tomen sus de- 
-rivadas parciales el valor «<), para cada punto (x, y, 2) de la 
“superficie por que pasen las curvas, los coeficientes D lA 


D ES tendrán sendos valores precisos, y la ecuación (2), | 


á que satisfacen las coordenadas de todas las tangentes á 
todas las curvas, será la de un plano. - a 
Este lugar geométrico de todas las tangentes (no siendo. 
en puntos singulares) de las curvas que pasan por un pun- 
to dado de la superficie, se denomina plano tangente á la 

- superficie en ese punto. La perpendicular, en el de contac- 
-——to,se denomina normal á la superficie; y sus cosenos direc- A 
tores serán, por consiguiente: | 


D,,f 
VD)? + (D,F) + (D,f Y 


o. 


D,f 
Y Df)? + (D,F)7 + (D¿fP 


| Df | 
mí | VO. + (D,7 + (D,fP 


Si la ecuación de la superficie se da en la forma 


2 = Fx, y); 


y se llama, según es costumbre: 


ñ . cOmO 
o fo, y, 2) = Fo, y) —2=0; 


DAFD, ED 2 Dn 
D,f=D,F =D, =4; 


Do 


bad ia 


AN Ad e PA TI TA A A ROI AT A A 
A eL AO AP ICO Ys 
y Y y bi SS Y % 
r : 
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los cosenos directores de la normal, quedan: 


O a ERAS 
Var Ve+e+1o Vp+re+1 


217. Contorno aparente.—Para determinar el contorno 
aparente, de una superficie de ecuación conocida, sobre el 
plano de las xy, por ejemplo, como ha de provenir del 
contacto con el cilindro circunscripto proyectante, cuyos 
planos tangentes sean perpendiculares al xy, siendo tam- 
bién tangentes á la superficie, bastará determinar el lugar 
geométrico común á todos los puntos de la superficie en 
que el plano tangente sea paralelo al eje de las 2. 

Si la ecuación de la superficie es la 


fíx, y, 2) =0; 


en los puntos de contacto la normal habrá de ser paralela 
al plano xy, y, por lo tanto, D,f =0; quedando $sos puntos 


-— precisados por las dos ecuaciones 


foc, y, 2) =0; 
DI =0: 


Para obtener la de su proyección sobre el plano xy, ó sea 
la de la traza del cilindro circunscripto, bastará eliminar 2 
entre ambas. 

218. Superficies envolventes é involutas.—La ecuación 


fía, y,2.0a)=0, 


en coordenadas cartesianas, para cada valor numérico que 
asignemos al parámetro a, representará una superficie de- 
terminada; á su conjunto se denomina familia de superfi- 
cies. Cuando en la variación infinitesimal del parámetro se 
van cortando las inmediatas, estas intersecciones, que se 
dicen características, constituirán una serie de curvas infi- 


. 19 


A tivas, involuta, respecto á la ehcondrada por las caracterts- 
ticas. mE 
La ecuación de una característica, como intersección do , 
- las dos superficies: | 


fo, Y, 2, a) =0 
fo, y, 2, a + da) =0; 


- quedará precisada con este sistema, ó con su equivalente: — 


foc, y, 2, 0.) = 0 : (1); pee 
fac. y. 2, a + da) — fx, Y, 2,9) ANS AS o 
M.y.2500- 1:07) A 


Bastará eliminar « entre ellas para obtener la 


Day) =0 ] (3), 
á que tienen que satisfacer todas las características, y será, | 
por lo tanto, la ecuación a la envolvente de todas las curvas 
de la familia f(x, y, 2,0) = ; | 
Para demostrar que la dd es tangente á cada una. 
de las involutas en los puntos comunes, bastará ver que el 
plano tangente es uno mismo; y, para ello, que son idénti- 
cos los cosenos directores de la normal. li 
Para obtener la (3) podemos despejar el parámetro a en 
la (2): 
a = pla, y, 2) ; 


llevando este valor á la (A): 
D(x, Y, 2) = fx, Y, 59 bici He, Y, 2 = mE ue | y (4). de de 


En cada, involuta, para el Doatd de coord as de Y 
los cosenos de la normal son proporcionales á los valores 


Dti DD 
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. 


Para el mismo punto, en la envolvente, á los 


Ahora bien, por la (4): 


D,P =D, f+D,f.D,y ; 
y por la (2): 


luego 
DD =Df: 


y, análogamente, los otros dos. El plano tangente es común, 
á todo lo largo de una característica, á la envolvente y á la 
involuta respectiva; siendo esa característica la curva de 
contacto de ambas superficies, 

219. Area de superficies curvas.—Para determinar este 
área, consideremos un elemento, que suponemos limitado 
por el cuadrilátero curvilíneo, formado por las interseccio- 
nes de la superficie con cuatro planos: dos paralelos al YZ 
y distantes uno de otro en dx; los otros dos al ZX, distan- 
ciados en dy. La intersección del plano tangente en el pun- 
to A(x, y, 2) con los mismos, da el paralelógramo AB'C'D”, 


Si llamamos al elemento de área curva dA, á la del cuadri- 


látero de las cuerdas ABCD, A;: 
AB'CD' + ABB'+ BB'C'C + CC'D'D +DD'A >dA >A,. 
Pero, por ser AB' y AD” tangentes de los arcos AB y AD, 


BB' y DD', y, por lo tanto, CC”, son infinitésimos de segundo 
orden; las cuatro áreas últimas del primer miembro de la 


desigualdad, lo son del tercero; y tenemos: 


AB'C'D' + Ne >dA>A,. 


El área A, no es más que la proyección (oblicua) de la 
AB'C'D”, que forma con ella un ángulo infinitésimo de pri- 
mer orden; y, por consiguiente: | 


A, = AB'C'D' — Njyet. 


Luego en unidades de segundo (e?): 


o ABOD' da A 5d 


e2 e? e? 


Es decir, que el área elemental considerada, no difiere 3 
numéricamente de la plana AB'C'D”, cuya proyección sobre. | 
el puño de las XY es la 


abed = dx.dy. 


Como cC—aA es la de correspondiente á estas de y dy, 
y CC' es de segundo orden, las proyecciones del po 
gramo AB'C'D sobre los planos de las YZ y ZX serán Quecen 
cuyas áreas medirán, en e?, respectivamente: 


dy.de;  de.dx. 


Llamando a,b,c á los cosenos directores de la normal á la 
superficie en el punto A, como los ángulos de la normal con 
los tres ejes son los mismos del plano tangente con los tres 

planos perpendiculares á aquéllos: | 


, dA.a= dy dz ; 
dA.b=dedx; 


dA=dxcdyV y. +q2+1. 


La determinación del área total, de que dA es elemento, 
se reduce á una integración doble entre los límites conve 
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nientes. El orden sabemos que es indiferente: si escoge- 
mos el 


A=Ñas Ya VO +g+1; 


esto equivale á suponer una división en zonas de altura 
do, siendo el área de cada una de estas zonas elementales: 


y=falxc) 
dol y Vat; 
y=f1(x) 
entre los límites extremos de los valores de y en la zona, 
correspondientes á los del contorno aparente sobre el pla- 
no XY. Los límites de la última integración, ó en x, serán 
los extremos correspondientes (xy, %y): | 
Y, ¿Y =fA%) 
AS da dy Vpy+a +1. 


E Xo ty =fi(2) 


Como ejemplo aclaratorio, determinaremos el área de la 
superficie esférica de radio R, suponiéndola tangente á los 
tres planos de coordenadas, ó sea de ecuación 


0 + y? +2? — 2R(x + y +2) +2R?=0; 
¿=R + VR?— (2 —R)— (y —R). 
La del contorno aparente sobre el plano XY, es: 
y=R + VR2— (1 —R). 
Por lo tanto: 
UE 


y =f (0) =R —VR*— (a —R»; 


Ya = f (2) =R + Y R*— (a — R) .: 


de 
y VE? (0 — RP (y — RP 


- Ahora bien: 


Ya y : : E E us 


dy ! == 
e LS 
y, VB? — (0 — R)— (y — Ry VR? (e Rel, 


2arcsen 1 ms 


y, consiguientemente, 


2R A Ut 
=wxARNA de =4xR?. | Ei 


-220. En un segundo ejemplo determinaremos el área. Ñ 
del casquete esférico, de contorno alabeado, que en la 


a +y +2 das, 


- limita la curva de intersección con el cilindro recto O 


(1 —a?+y=0a%; y=20x a,” 


a 2%; 29 =0; 


Ys a 2 2a; 


SOLO ud A A 


E V da? — a? — y? 

y | ms Y 2a 2 
h. A = 20N 0 e INP = 4aN dx arcsen y 
. de dy Y (tata) —y2 , % E 


20 ox 
=4ak do arctang dai 
0 2a 


Conviene, para la integración, el cambio 


A w%=Ya4 42; de=4daudu; 


que nos da: 


1 ” 
NES gu (2u du) arctang u. 
0 


, 


¡Y 


Integrando por partes: 


1 
A Sar] ue arctang u — free + 1)71du| : 
0 


Ahora bien: 


| u+i1i—1 du 
% 2012 4 EE A RES IA Fo GON ad, A IM pelada e 
'y Qu (u? + 1)7—*du Ñ MeJoR du Qs 1 
q y, por lo tanto, 
q 
¿N A == 8] arctang u — u + arctang u | 
3 0 


pn 8al| 2 E - 1] = 4,566370a2. 


221. Superficies de revolución.—En este caso se puede 
abreviar, y no efectuarse más que una integración. Si se 


4 dba como eje Ho las XX el de trote y por g ( 
_ratriz la curva plana, intersección con el plano. xXY, de 
ecuación | de 


y = f(x); 


a da nos da, si A¡y UC son respectivamente los puntos más 
próximo y más lejano del eje de las Y, para la parte supe- n 
rior ABC: 


ye = fala); 


para la inferior: 


y = f(x). 


Ada superficie total será la misma de las engendradas por 
el arco ABC y por el AB'C, En la primera, sin error numé- 

“rico, podemos reemplazar el elemento de curva ab por su a 
cuerda, que engendrará el arco lateral de un tronco de cono . 
de revolución, de eje X, cuyas dos bases tienen por radio 
y6y+dy, y cuya apotema es la cuerda ab = ds; valiendo 
este área elemental: ; eN 


MA o A de. 


En unidades de primero, 
dA 92m y ds =2m fala) V1 + fu) dee; 


y, por consiguiente, el área engendrada por el arco supe- 
rior ABC: | 


A/=208 “flora V1+ Fa Xa). 


Análogamente, la engendrada por el AB'C: 


A, = 2 Ú_ fajas VIF 20). 


NA nia Ya 
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Cuando los puntos A y C están en el eje de revolución, 
esta A, es nula. En el caso general, el área total será: 


A =A¡+ Ao. 


222. Superficie tórica.—Con el eje de las YY pasando 
por el centro de la circunferencia generatriz, que se halla 
á la distancia 1 del centro del toro (mayor que el radio r): 


fla) =1= Vr? az; 


fax) =1+ Vr? 22; 
y, por lo tanto: 


+r de 
amatm yr Ln ye? (21) = eN VES ' 


— 


Pero 


A da | e Y ( T ) 
e [se iS li ra 
VU r?—a? A A 


A = 211.29rr. 


luego: 


El producto de la circunferencia generatriz por la des- 
crita por su centro. 
2233. En los elipsoides: 


o as yy AReCdE 


p2 viese a? a? 
a? a? 


+0 
A=2x b da Vi+ 
—a 


Según que el elipsoide sea achatado ó alargado, es decir 
según que b sea mayor ó menor que qa: 


b?— a? 


= +e?, 
A 


Cue a y 
a de =-— du. 


Y 0 de AS 
A=20 du V1 +us OS 
JS e 


=m0 | Arg Shu v1 +ur | ¡ 
20 == 


7, 


=*ma7| ArgShe+o VI e | e DN 


con el mismo cambio: 


A=2m0 28” “2/1 06000 eLaresóne pe VIA; 


e 


ms 4 AAN 


Ó sea: 


arcsen 


Vas 2 


arcsen Ve —P cb 


V a? — p?2 


A 


a 


A=02rt ab 


e 


A 
| 
ñ 


Con a = r (radio), y haciendo crecer á b hasta adquirir la 
longitud a: 
V a? sala p2 
arcsen —_.——— 
a aa 


V as — p2 


OL 


y queda: 


A =2x r? + 97 r2?— 4r r?, 


224. Casquete recto de paraboloide.—Si su altura es X y 
la ecuación de la generatriz 


: Pp 
2-9 as y = -—; 
y Y y y 


y, por lo tanto: 
o 1 


conviene tomar como variable independiente la y. Los lí- 


mites habrán de ser desde x,=yy=0á x,=X; y, =Y =y/ 9pX' 


27 pY z d(p.+ y?) 2% E 
AA 2 A = | 2 yy | 
rrA VAGÓN a (p* + y”) , 


27 E 
=37 [(0+YW—=p |. 


225. Cubaturas.—Así como la operación de determinar 
un área se denomina cuadratura, la de calcular un volumen 
suele llamarse cubatura. Si la superficie que lo limita se da 
por su ecuación en rectangulares, lo más cómodo es divi- 
dirle en elementos de tres dimensiones infinitésimas por 
planos paralelos á losrde coordenadas, equidistantes en dx, 
dy, dz; reduciéndose el problema á una integración triple 
entre los límites convenientes para comprender con ella á 
todo el volumen. 


gral triple, volumen total: 


21 y=p. (2) pni=fAx,y) 
V=NY dx dy dz ; 
2, y=p (0, Ve=f,(w0,y) 


superficie), los p, y va los extremos de y en cada rebanada 
(puntos del contorno sobre el plano XY) y Lo, y los míni- 
mo y máximo de x. 

Así, por ejemplo, para el volumen de la esfera 


(04 (ya + (a t=a2, 
tenemos: 
fe, y) =0— V a? — (1 — a? (y — a); 
fla, y) =0 +12 (ea —(y— aj; 


(0) =0a— Va? — (a —a)?; 


e a + Val — (aa)? ; j 


x=0; 


Y por consiguiente: 


20 Po a A 
v=2f, de Ñ dy Var— (ea? (y =aR; 
P1 


dl 
| 


S 
y 
Ñ 


POPE 
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llamando y a?—(«—a)?= u, la integral en y es: 


a—u Y 
2 ESO Ny CA PRESA PV 
u y—a y —a)V u? — (y — a 
==37 no. + mn | A 


2 
E S É arcsen | A, u?. 


Con este valor: 


ps 2a 
ME S [a? — (a — a)]dx = 7 E — Ez] 
0 0 


3 
as as 4 
pee: 3 il A EA 
== [20 3 y ]= pre. 


226. Cuando el área base de cada rebanada puede po- 
nerse en función de x (con la subdivisión del número ante- 
rior), se reduce la cubatura á una integración única; así, por 
ejemplo, para la del elipsoide de tres ejes desiguales, cuya 
superficie tenga por ecuación 


Cid 
y sus trazas en los XY y XZ, respectivamente: 


ye? 

y=>y/ 1 E =040) 
PO 

¿=0 /1-5 = ala); 


las elipses bases de cada rebanada, tendrán por área: 


A el A Ulumon doren de cada rebanada, exa 
unidades de primero (cilindro recto): 


dWV =" Es (a? de 002). 


Si queremos el del segmento recto del parabolo dde  olíp- 
tico, : 


9, =V 2pa ma 
AV =2n V pq ed; 


pa =V Lu 


y, por consiguiente: 
| a 0 AL | 
v="Vpg j 2 de =1V pg X?==>3 ("Y.Z)]X; 
| 0 Ne i | 


mitad del cilindro e de yal altura (X) que el 
- segmento. o, 
- 227. En volúmenes limitados por 'enperiaión dee 

lución, sin error en unidades de primero, podemos tomar 
- como volumen de la rebanada elemental, la engendrada 
por el rectángulo de altura a'a y base de, anillo cilíndric 
- CUYO volumen es 


| aV = nf.(a)dx — af aha ; 


A A 


A O 


A 


- 


a f_ 0 — fijado. 


En el toro, con el centro del círculo generador en el eje 
de las YY, á la distancia 1 del eje de revolución (X): 


f.(a) =1— y y — a 


Add Va, 
flo) =14 V ria 


Luego: 
A Y 
Arda Y pea 
V=4m0f WAS — 20? da = 2n Ir? | arcson ab ES Mal VE sa =| 


== 9mlr? E — (- 3)|] = 21 (mr?) ; 


el producto del área generatriz por la circunferencia des- 
crita por el centro. 

228. Cubaturas aproximadas.—Cuando por el conoci- 
miento de una serie de curvas de nivel cerradas, equidis- 
tantes y bastante próximas, se necesita determinar aproxi- 
madamente el volumen, puede conseguirse ao la 
fórmula de Simpson, del modo siguiente: 

Si se considera al eje de las 22 vertical y se llama w al 
área variable de una sección corriente, el volumen será 
con toda exactitud: 


Ni Node. 


Las distintas áreas 1, ws... encerradas en las curvas cono- 
cidas, se cuadrarán (convenientemente cuadriculadas) con 
la fórmula de Simpson. Tomando luego como unidades li- 
neales las cuadradas y llevándolas como ordenadas, per- 
pendicularmente á un eje representativo de las 22, las con- 


Wo» W,, 109:»» Vr , 
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CURVATURA DE SUPERFICIES 


229. Modo de apreciarla.—La curvatura de una superfi- 
cie en uno de sus puntos, se aprecia por la de flexión de las 
curvas trazadas en ella y que por aquel punto pasen; y 
como la curvatura sólo depende de los dos elementos si- 
tuados en el plano osculador, da lo mismo considerar una 
curva cualquiera, de doble curvatura, que la de la sección 
producida por su plano osculador. 

230. Secciones planas.—El plano osculador de la curva 


intersección del 


AC 0) + BU= ye 0(Z e) =0 (1, 


que pasa por el punto x, y, 2, con la superficie 


flo, y, 2) =0, 


se confunde con el de la sección y tendremos, con la nota- 
ción del núm. 171 (6), | 


0, MM Cy yl $ y 
A E A A PAS A (2); 
A de ROO AS UNO? 
LR b, LN Cy DY 1 (3 
7 e 7 AOL NE y ARI A A o Pm e .) 
Y ; AR [We 24 2+(Y9" — pp) 


20 


Por otra harto. la icono á la curva sección habrá de 
provenir de la intersección del plano (1) con el tangente 


(X — a)D,f + (Y — y)D,f + (Z — 2)D¿f =0; 


y sus ecuaciones serán, por lo tanto: 


X —u 5 Y — y LZ—2 % 

BD,f — CD Pd CD AD 7 AD, BD? a 
» y como esta tangente ha de tener los mismos coeficientes 
angulares que la cuerda infinitésima de la curva sección 


[x= p(2); y =Y()l, 


, 4 


us NCAA A A 
BD,f — CD,f — CD, f —AD,f  AD,f—BD.f ' 


ó, por la proporcionalidad (23): 


p E y de 1 : 
b,D,f — ciD,,f A A or ajD.f ve aD,f—b1D.f 2 


que escribiremos abreviadamente: 


Y _ Y 1 vee 
IS : 
y de aquí: 


0 E 2 9 2 
> (92 1 y 24 1)?.= (E 


De las (3) se obtiene, con suma facilidad, 


p"D af p"D,, E 
[92 AN y”2 La (Y 9” ad yy = a 


p"D al A de 
a . 
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Para determinar este numerador último, si la ecuación de 
la superficie es 


Roc, y, 2) =0; 


los incrementos infinitésimos simultáneos de las coordena-. 
das, en todas las curvas de las secciones, deberán satisfacer 
á su diferencial 


D,,f dx +D,f.dy + D.f.de=0; 
y como los de la sección considerada son proporcionales 
á y”, Y” y la unidad: 
Dif. +D,f.p +D¿f=0. 
Diferenciando de nuevo totalmente, dividiendo por dz, y 


poniendo en vez de los cocientes dx : dz, dy : de sus valo- 
res y” y Y”: 


Dia + 9D ya + Dal + 29"V Day + 24 Dyyef + 


+2 Dat + "Df + YD, f =0; 


ó bien, teniendo en cuenta que, por las (4), 


ES eel 
prtii Clp"D.f E Y"D,f) dla 
= Dal + MD of + ED of + 25D f + 2MED, 2 + 26D qa = 
=$  (abreviadamente), 
Luego: 


S 
A 


valor que, con el ($), nos da para el del radio de curvatu- 
ra, en función de los cosenos directores (a,b,c,) del plano 


_rivadas primeras y segundas de la función fe, Y, 2), con las | 
coordenadas particulares del punto considerado, OR 


3 
CARAS 
S 


R=- 


231. Silo preferimos en función de los cosenos direc- 
tores de la tangente á la curva sección y al ángulo que su 
plano forma con el tangente á la superficie; llamando á- 
este último 0, y á aquéllos 2, y y, como el vector dirigido 

según la cda es perpendicular á la normal á la su- 

perficie y á la normal á la sección (que forman entre sí el o 
ángulo 0), por las fórmulas del núm. 34, pág. 39, puesto que ñ 


llamando (D,,f* + D,f* + D,f 2 =Q, los cosenos directo- E 
res de la normal á la superficie son: 


DADA 
OQ 


- setiene: da 
a Df + b,D,f + c,D,f = Q cos 6 , ds 

¿=(Qsen90 cosa; 

y =Q sen0cosh; ) El + y? +? =Q2sen%0; 

€=0Qsen0cos v; 


S= Q? sen?%0[costAD of + cos*HD, ef + cos*vD,.f +2c084 cosp. Dent E 


+2 cos y cos vD,,,f + 2 c05s y cos AD4,,f ] = (abreviadamente.) 


= Qe 


La (6) toma la forma 
p= 20m ca. 
y 1 e 


232. Secciones normales.— Teorema de Euler.—Cuando 
las secciones son perpendiculares al plano tangente, seno 
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es la unidad. Si consideramos las curvaturas de dos de 
éstas, que á su vez sean perpendiculares entre sí, las dos 
tangentes y la normal á la superficie formarán un sistema 
trirrectangular; distinguiéndolas con acentos: 


| DAR DIE 
cost) + cos?” = rara ro 
DEE 
cos*u + costp” = On 
—Df+YDP? 
-cos*y $- costv” = ar TT 
D.f.D,f j 
cos A cos p +c0s1/ cos p' == — a aE 
D,f-D.,f 
cos cos y +eos y! cos Y” = — —==—5 
[Q? 
DIF 
COS Y COSA + COS Y” COSA =— —=— 5 


Oñinos 
y, cCOmo consecuencia: 


3 
RR! =(D, 24 D,? + D¿2) 9D, a(D,? + D,2) + 
+D,D¿2 + D,,2) + D¿(Da? + D,2) 
— 2D y :Dy:Dyy + Dy2-Dy-D¿ + Do: D¿-D¿)] =H.- 


Este número H depende únicamente de la forma de la 
función f, cuyas son las derivadas, y de los valores numé- 
ricos de las coordenadas del punto de la superficie, consi- 
derado. No varía con la posición de las secciones norma- 
les. Queda, pues, demostrado el teorema de Euler, que se 
enuncia: 

«La suma de las curvaturas de dos secciones normales, per- 

¡ pendiculares entre sí, es constante.» 
| 233. Secciones oblicuas.— Teorema de Meunier.—Consi- 


ll lbrando ahora dos secciones con una misma tangente, laS¡ 
será común á ambas. Si una de ellas es normal, sen o =i ; 


Para la oblicua: 


A Q sen 0 
| TN il US CIN 
Luego: : . 
R' =R sen 0. | Ñ | EE 


El ángulo e es complementario del que forma la normal 
á la superficie con la normal de la sección oblicua; y, por 
consiguiente: <El radio de curvatura de una sección oblicua 
es igual á la proyección, sobre el plano de esta sección, del ra- E 
dio de la sección normal de igual tangente.» 20] 

234. Notación euleriana.—Si suponemos en la ecuación 
de la superficie despejada 2: 29 


fe, y,)=0; =Fe,y,0); 
y consideramos en vez de la f= €, su equivalente 
fi (oc, y, 2, C) = F(x, y, C)—2=0, 
empleando la notación de Euler: 
DN DA ZP 0D DER: Def o 
Df =D¿F=r5 Do, =D F=8; Dofi=0; 


Dpyfi =D yy =85 Dieli = Disfi 0; 


la cantidad que hemos representado con la letra 51 toma la 
forma: 


* 


$S,=r cos% + 2s cos A cos p +4 cos?p; 


OVA El. 
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235. Variación de la curvatura en las secciones norma- 
les.—En éstas: 


El signo conviene conservarle, estimando á R, no como 
un tensor, sino como escalar, y á la unidad dirigida, según 
la normal á la superficie, del punto al exterior de la su- 
perficie. 

Sean Ap, o y y) los ángulos que con los ejes forme la tan- 
gente de una sección determinada, y a el que, con ésta de 
referencia, forma la tangente de la sección corriente, nor- 
mal, de posición variable en el plano tangente, girando al- 
rededor del punto. Por las fórmulas (c) de la pág. 39: 


COS Ay COSA + COS py COS LL + COS Yy COS Y = COS A; 


h) 
COS lo COS Y — 005 p 005 Yy = SON 0; 
(c”). 
COS Y COS A — COS Y COS Ay = Sen o L : 


Q 


— 1 
-COS Ay COS LL — COS A COS y = SON U =— ; 


Q 


Si escogemos como tangente de referencia la paralela al 
plano de las xy, las ecuaciones de esta tangente (intersec- 
ción del plano tangente con el paralelo al XY) serán: 


A A e Apt 


2 Q a 0 y 


y por consiguiente: 


Cos Ay = El : 
Vp? +? 
COS Ay COSHpY _ COSW . 
E O 
Vp? +? 


| q cosA— p cosp 
Vp +0 


== COS O 


— p Cos y p sen a : SU IOA 
Vere Veresi ÓN 
a , (0). e AA 
—qc0sy 0. gene A epa dl 
—A AA —_+2+— 5) . h NES AN A 
Vea Ve+a+1 A, 


qcosphp+pcosrA_  —Sena 


Vp?+? Vp.+q+1 


De las 2.? y 3.?: 


COS v= -— sen a 


De las 1.? y 4?, resolviéndolas: desa E 


/ 


A CO E | dis 
E A 


El eN COS a — El sena; 


aro Vp+avp* +0 ss 


008 A = 


Con estos valores de cos A y cos p: ÓN 


A 
Si = p? +q 2 Costa ar (p? — hp? FR P+ Da + 

O pat — 1) +(o—a%)s 

"m+avr+e ía 


sen o cos a 


que escribiremos abreviadamente: po val SEAS 


LEN 


8, =A cosa + 2B sen a cos a + C sen?a 


-. =(A —C) costa + B sen 24 4- C 


NI O Y LN AE 0 
QUE , pr da e A y a d 
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Ni en esta función S,, ni en laR = — Q :S,, hay más can- 
tidad que varíe con la posición de las secciones normales 
que el ángulo «. Determinemos los valores máximo y míni- 
mo de R, ó mínimo y máximo de S,. Habrá que derivar con 
relación á a y anular la derivada: . 


— YA — C) cos a sen a + 2B cos2a=0; 


A — —C 


C A 
9B sen 24 =c0s 24;  cot2a = 357! 


y, por lo tanto (pág. 97): 


A—C A—C y? 
O 


Separando los dos valores: 


A—C (A-OV? 
cota = AN (O) + 


A—C A —Cy? 
cat Y (EG) +1 


Estas dos posiciones son perpendiculares entre sí. La de- 
rivada segunda es: 


DS O[(A — C) cos 2a + 2B sen 2a] = 


A—GC 
— 28] 9B cos 24 + sen | 4 


Con los valores especiales: 


se reduce á 


DoS 111, = FV(A — 0)? + 4B2. 


La posición «, corresponde al máximo de 5 ó mínimo e 
de R; la a, á la curvatura mínima. 0 
236. Puntos umbilicales.—Puede haber en una suporfi- | he 
cie puntos (que se llaman umbilicales) en que “ÓN 


(A—C)=B=0 (5). 


En ellos: S, =C; todas las secciones normales tienen 
igual curvatura. 

Como A, B, C son funciones de p, q,r,s, t, y éstasloson 
exclusivamente de x é y, las dos ecuaciones (5) lo serán 
entre estas coordenadas. Si admiten soluciones escalares, 
en el interior del contorno aparente de la superficie sobre 
el plano XY, habrá en la superficie puntos de esta clase, 
que quedarán precisados del todo con esas ($) ya la ecuación 
de la superficie. : 

23%. Indicatriz.—Si, á partir del punto en cuestion: lle- 
vamos sobre la tangente de posición variable (traza de la 
sección normal en el plano tangente) una longitud numéri- 
camente igual, en unidades lineales convencionales, á : 


I=V +R;; R, = 


4H 
y 
[5] 
me 


y de aquí, poniendo en vez de $, su valor (3) del número 
anterior: 


A(I cos a)? + 2B(1 cos a)(1 sen a) + C(l sen a)? = +Q (6). 


Considerando, en el plano tangente, como eje de las ¿e á ; 
la tangente paralela al plauo XY; y de las yn, su perpen- 
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dicular; origen en el punto de contacto: el lugar geométri- 
co de las posiciones del extremo del radio vector 1, al va- 
riar con los planos de las secciones normales, será la cónica, 
con centro en el punto estudia do, 


AE? + 2BE7 + Cn? + Q, 


que, por indicar gráficamente el modo de variar la curva- 
tura, se denomina ¿indicatriz. 

Si tomamos como ejes del sistema ¿y las tangentes de las 
secciones de máxima y mínima curvatura: 


tang2a:=05*B9= 0: 


Estas secciones se denominan, por ello, principales. La 
ecuación de la hipérbola ó elipse indicatriz: 


Aj? + Con? = + Q. 


238. Líneas de curvatura.—Si en el extremo del ele- 
mento que (con el anterior) determinó el plano de la sec- 
ción normal de curvatura máxima ó mínima, hacemos pa- 
sar Otra sección normal que goce de igual propiedad, por 
la sucesión de ellos obtendremos una línea (por regla gene- 
ral de doble curvatura) trazada en la superficie. Las líneas 
obtenidas, que forman una cuadrícula infinitesimal, se de- 
nominan de curvatura. Las normales principales de las 
líneas de curvatura constituyen una superficie desarro- 
llable. 

Para determinar estas líneas de curvatura, nos bastará 
hallar la ecuación de su proyección sobre el plano de las 
xy. Resultarán de la intersección de la superficie con la del 
cilindro proyectante. Esa proyección podemos precisarla 
como envolvente que tiene que ser de las proyecciones de la 
tangente de ángulos «, Ó % del núm. 235. La ecuación di- 


forencial de esta proyección, por. 
cuenta las (3): 


a 2 iqicota+ra . 


3% Vara tota da 


Ss. 


Daryl = a Df 0; 


Dare DS DN 
k sl = 73 yl = b2? | el = NA 


y, por lo tanto: 


cos? cos? costy | ee AS E 
Pr a? TE bp? a EN ve | pe DO 


e O A E E de cos? ” 
R = sen 0 aaa HA A 


| Si es de revolución alrededor del eje de las 22(a =D): , 


Me A A sen?y , costy] 
SN er te le ae 


Ss Y NC TS A AAA O EAS A ARA O LAI AA AA O 
' PS E: A A ETE PPP A AE 
de NET dd o AS ye, Y " de 


. 


de 
ME 
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Z40. Para la determinación de los puntos umbilicales 
y líneas de curvatura, tenemos: : 


cos?A cos? u cos?y 
ala a? o p? +2 po 


y, además, por las fórmulas (1) y (2) del núm. 235: 


q p? 
cos = —“— costa + >= senta 
as + + PM" + q? +1) 
me E A E 
(A+ vrs ar+ 1 
2 p” 2 + la 2 + 
costh = == costa + 7 — senta 
A ds (0? + Mw? +a* +1) 
Z di 4 dos EDI sen % COS Y ; 
| Pta Vrn+a+1 
9 2 
COS: = + A sena. 
Luego: 
Ma a?p? + b29? , e "CA b?p? — a?g?) — a2b?( p? =— q? h 
aa o pa aaa Da rbicaN 
B=9 7 DS va 


Tab? ERRATA RATE | AAA Y 
AA La pd 21/00 Ub 
A —0=2[a2c?— 52p*-+c(a? — 02p2+ 12c2— a?)q*+cU(b? — a?)g?- 
+ (ca? + 02) + 2020?)p?9?] : a?b2cYA p? + q21(p?+ q? +1). 


Las ecuaciones de los puntos umbilicales, por consi- 
guiente: 


pq=0; 
are? — b?)p* + ca? — b2)? + d2c2 — a)gt + cb? — a?)q? =0. 


. para q. Hay qe E la 


q=0; 
ar(c? — d2)p2 + ca? — b2) =0. 


Es decir: 


A 


las dos ecúaciones resultan: 


AD eee ed E 20% , 
qe. ) Al b2 — q? GOA ar de 


a? — p2 E IS 
e=ay/ E, pido =2 y : 


Son los cuatro puntos en que el plano tangente es paralelo dl 
_álos de secciones circulares. En el de revolución (a = b), se. 
reducen á los dos polos. En la esfera, todos los Dn de la 
superficie son umbilicales. 
Para obtener la ecuación de las proyecciones de las líneas 

de curvatura, hay que od la e 


[Vip far +1 cota +q]dw +laVpe+a+1 cota —play =0, 
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A-—C AC? 
cota 2B J+1 


después de poner p, q,A,B y C en funciones de x é y. 

De su integración, según el signo del radical, se obtienen 
las ecuaciones de dos familias, una de elipses y otra de hi- 
pérbolas; curvas todas que vuelven su concavidad hacia los 
puntos umbilicales. Por estos puntos no pasa, si los tres ejes 
son desiguales, más línea de curvatura que la elipse prin- 
cipal que se proyecta en el eje de las xx. 


> >< 
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